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ExeEmPLARISCH LEHREN

WELTKARTEN

Produkt aus Weltbild, Erdkunde und Mathematik
Geometrische Grundlegung der Vermessungslehre

Einleitung

Der Zweck dieses Lehrstlickes ist es, die Studierenden der Bauinge-
nieurabteilung zu einem Verstandnis der Hintergriinde der Schweizeri-
schen Landesvermessung hinzufiihren.

Nachdem der historische Ubergang vom archaischen Bild einer flachen
Erde zur Vorstellung der Kugelerde nachvollzogen worden ist, sind die
Studierenden bereit, sich auf diese Erdkugel messend einzulassen. Im
ersten Kapitel wird das globale Koordinatennetz aus der Natur der Sa-
che entwickelt. Die ungleiche Einteilung der Kugel - in ,Orangen-
schnitze* bzw. ,Kartoffelscheiben” — wird einsichtig gemacht. Es ist
dabei fiir uns Mathematiker einfacher, die Erde rotieren zu lassen als
den Himmel. (Mit der Frage, ob sie das heliozentrische Weltbild auch

Thomas Haller

und Martin Huber,
Dozenten fiir
Mathematik am TWI

. §Q ; G r verinnerlicht haben, provozieren wir die Studierenden absichtlich.) Wir
= v ' konnten aber genausogut von der Himmelsdrehung sprechen, da es an
o wg f“;‘é‘g. dieser Stelle ja nur um kinematische Sachverhalte geht.
. . “% Ist das Koordinatensystem einmal eingefiihrt, so konnen wir im zweiten
“ gsi‘”“m e « Kapitel daran denken, auf der (Erd-)Kugel Geometrie zu treiben, d.h.
. : T Langen und Winkel zu messen und zu berechnen. Am Beispiel der Fliige
3 s - o . von Ziirich nach Peking konnen diese Begriffe plastisch gemacht wer-
1 . den. Wie erstaunt sind wir doch, dass das Flugzeug zum Direktflug in
" Skl | norddstlicher Richtung startet, liegt doch Peking siidlicher als Zirich!
7 ; , Das dritte Kapitel ist das Herzstiick dieses Themenkreises. Hier geht

i es um Systeme und Methoden der Kartenprojektion. Wird hier also der
Schritt zur Kugelerde, den die Menschheit in der Antike und dann noch
einmal in der Neuzeit miihsam vollbracht hat, wieder riickgéngig ge-
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macht? Keineswegs! Weltkarten sind fiir viele Belange notwendige Hilfs-
mittel. Wer aber heute eine solche Karte gebraucht, ist sich bewusst,
dass er nur ein Bild, eine Projektion der gewdlbten Erde vor sich hat.
Dies zeigt sich ja auch darin, dass jede Weltkarte notwendigerweise
verzerrt ist. Wir werden lernen, dass es keine Karten gibt, welche Lan-
genverhaltnisse treu abbilden. Aus diesem Grund gibt es auch keine
Karten, welche gleichzeitig winkel- und flachentreu sind. Lassen wir
uns nicht blenden: Auch die so eindriicklichen Satellitenkarten, die so
viele Details vollig scharf wiederzugeben scheinen, unterliegen demsel-
ben Mangel!

Zum Abschluss wird unser Weltbild ein weiteres Mal in Frage gestellt.
Offenbar ist die Kugelerde ein geeignetes Modell fiir den Geographieun-
terricht, entspricht aber, wenn wir es genauer nehmen, nicht der Wirk-
Ifchkeit. Unser Planet gleicht vielmehr einem Rotationsellipsoid; ein
Aquatordurchmesser ist um 1/296 grdsser als der Abstand zwischen
den beiden Polen. Soll dieser Aspekt quantitativ einlasslicher bearbei-
tet werden, so stellt dies hohe Anspriiche an die Studierenden. Mit der
Frage nach dem geeigneten Modell ergibt sich zudem ein wichtiger phi-
losophischer Aspekt.

Warum befassen wir uns hier mit Weltkarten, wo die Studierenden sich
doch nachher mit der Landesvermessung auseinandersetzen miissen?
"Dafiir haben wir drei Griinde: Erstens erscheinen die Probleme hier im
Kilometermassstab und werden so durchsichtiger und verstandlicher.
Zweitens konnen an diesem Thema mathematische Begriffe und Werk-
zeuge entwickelt und eingelibt werden. Schliesslich erreichen wir damit
auch die Grenze dieses Grundlagenkurses. Der Ubergang von der Welt-
karte zur Landeskarte bendtigt hohere mathematische Werkzeuge. Die-
se werden erst spater bereitgestellt. Die konkrete Umsetzung kann
dann in der Vermessungslehre erfolgen.

Von der Scheibenerde zur Kugelerde - eine Einstimmung

LINachdem Kolumbus unseren Erdball abgerundet hatte, stiirzte nichts mehr vom
Rande ab." (Thor Heyerdahl, “Expedition Ra")

Wie unsere Planskizzen (,Krokis") dienten die dltesten bekannten Land-
karten, die im dritten vorchristlichen Jahrtausend von Agyptern und
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Babyloniern gezeichnet wurden, der schematischen Darstellung von
Lagebeziehungen zwischen Landereien.

Das Bediirfnis, die gesamte bekannte Welt kartographisch zu erfassen,
muss frih bestanden haben. Okonomische, politische und militarische
Motive lassen sich leicht angeben. Denken wir nur an die Erkundungs-
fahrten der Agypter an die Sidspitze Afrikas (um 2420 v. Chr.) oder an
die Eroberungsziige Alexanders des Grossen (um 330 v. Chr.). Mehr
noch als eine Landkarte setzt eine Weltkarte ein Weltbild voraus.

Der ilteste bekannte Entwurf einer Weltkarte findet sich auf einer baby-
lonischen Tontafel aus dem fiinften Jahrhundert v. Chr. In die vom Oze-
an umgebene Kreisscheibe sind die Erdteile Asien, Europa und Afrika
schematisch eingezeichnet. Ein Weltbild, wie es ahnlich fast tausend
Jahre spater vom Kirchenvater Augustinus vertreten wurde und in Euro-
pa bis ins 16. Jahrhundert verbreitet war.

Faszinierend ist, wie im 6. Jahrhundert v. Chr. in Griechenland ein Rin-
gen um das korrekte Weltbild anhebt. Thales lehrt, dass die Erde eine
Scheibe mit aufgesetzter Himmelshalbkugel sei, wahrend sie bei Ana-
ximander ein frei schwebender Zylinder und bei Pythagoras eine Kugel
ist.

Sorgfaltige astronomische Beobachtungen starkten die Theorie der
Kugelerde und iiberzeugten die griechischen Naturwissenschaftler und
Philosophen von der Kugelgestalt der Erde. Aristoteles (384-322 v.
Chr.) fihrt zur Begriindung der Kugelgestalt den Erdschatten auf dem
Mond bei Mondfinsternissen, die Anderung der Hohenwinkel der Stern-
bilder, das Auftauchen eines Schiffes am Horizont an.

Die erwéhnten aristotelischen Uberlegungen geben den Studierenden
ein ausgezeichnetes Beispiel eines wissenschaftlichen Erkenntnispro-
zesses. Naturphanomene werden beobachtet, und eine ordnende Erkla-
rung wird gesucht. Allméhlich bilden sich Vermutungen und Theorien
heraus, die der kritischen experimentellen Priifung unterzogen werden
und schliesslich friihere, spekulativere Erkldrungsversuche ersetzen.
Lesenswerte Ausfiihrungen zu diesen Uberlegungen und den griechi-
schen Kenntnissen iiber die Himmelsbewegungen finden sich bei Os-
serman [12] und Simonyi [16]. Die philosophischen Zusammenhange
haben wir bei Russell [14] nachgeschlagen. Dank ,Sofies Welt“ [5]
konnten wir die griechischen Ideen einigermassen zusammenhalten.

Mit dem Untergang der antiken Kultur ging dieses Wissen in Westeuro-
pa fiir viele Jahrhunderte verloren. Bis ins 13. Jahrhundert wurde das
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abendléndische Weltbild durch die Kosmologie des Cosmas gepragt. j Zeitgleichung noch aus dem Spiel lassen. Kommt aber eine solche Pra-
Dieser alexandrinische Kaufmann und Ménch verfasste im 6. Jahrhun- - zisierung aus dem Publikum, so werden wir sie dankbar aufnehmen.)
dert seine ,Topographia Christiana®. In diesem Werk beruft sich Cos- : Wer sich schon mit Sonnenuhren befasst hat, wird an dieser Stelle den
mas auf die Bibel und lehnt die Vorstellung von einer in der Luft schwe- Vorschlag einbringen, die Sidrichtung anhand der Schattenlange zu
benden Erde ab. Cosmas beschreibt die bewohnte Erde als von Wasser bestimmen (vgl. Himmelsuhr, nach Wagenschein in: Berg/Schulze [3]).
umgebenes Rechteck. In dieser Vorstellung umfasste das bewohnbare | Wir hatten Gliick, dass es gerade 12 Uhr war. Wie ware es denn um 13
Land Europa und den Nahen Osten mit Jerusalem als Zentrum. f Uhr? Kénnen wir auch dann die Stdrichtung mit Hilfe des Sonnenstan-

des bestimmen? Die Pfadfinder wissen, dass man dazu eine Uhr ver-
wenden kann (diesmal als Winkelmesserl), sofern diese ein Zifferblatt
hat. Man peile iiber Uhrzentrum und Ziffer | die Sonne an und halbiere
den Winkel zwischen dieser Richtung und derjenigen vom Zentrum zur
Ziffer XII. (Einsichtiger wére dieses Verfahren bei Verwendung einer 24-
Stunden-Uhr mit halb so schnellem Stundenzeiger. Denn eine Stunde
ist ja der vierundzwanzigste Teil eines vollen Sonnenumlaufs.)

~Whatever knowledge man has acquired outside Holy Writ, if it be harmful it is
there condemned; if it be wholesome, it is there contained.”
(Augustinus, 354 - 430, zitiert in Kline [9])

wEnthalten die Biicher das, was im Koran steht, dann sind sie iiberfliissig, bieten
sie etwas anderes, dann sind sie schadlich. In jedem Fall gehdren sie ins Feuer."
Dies soll Kalif Omar im Jahr 641 bei der Verbrennung der beriihmten Bibliothek

von Alexandria gesagt haben (zitiert in Simonyi [16]).
Gibt es noch andere Mdglichkeiten, eine Himmelsrichtung festzulegen?

Erst um 1200 wurden die griechischen Erkenntnisse in Westeuropa ; Der Kompass wird genannt, auch der Polarstern, der nahe beim Him-
wieder zuganglich. Im zwdlften Jahrhundert iibersetzte Gherardo di . melsnordpol steht. Wer hat diesen Stern schon mit eigenen Augen ge-
Cremona in ITC"EdO "die »Geographia“ von Ptoleméus ins Lateinische. sehen? Nicht ganz die Halfte der Anwesenden. Wir vereinbaren, dass
D"is B“_Ch Die ,jSpharej' von Sacrobosco machte das Werk des Ptole- l wir uns nachstens an einem Abend treffen, um den Sternenhimmel mit
méus einem weiten .Kre|s bekannt, so dass die Kugelgestalt der Erde im blossem Auge anzuschauen und den Polarstern zu suchen. Der Mond
15. Jahrhundert bei den abendlandischen Gelehrten akzeptiert war. ist beinahe leer, und die Jahreszeit ist giinstig — abends um sieben ist
es dunkel.

. Zuriick im Schulzimmer unternehmen wir mit der Unterstitzung des

I Von der Windrose zur Positionsbestimmung Globus eine Phantasiereise. Wir starten in Winterthur (47° 30" N, 8° 44
Globales Koordinatennetz zur Orientierung auf der Erdkugel F) und fahren stets nach Norden. Wir durchqueren dabei Deutschland,

dann Danemark, Norwegen, den Nordatlantik, das ndrdliche Eismeer.
So gelangen wir schliesslich zum Nordpol. Wie sieht es hier aus? Dun-
kel ist es hier und bitterkalt, denn es herrscht Polarnacht. Eigenartig
und ungewohnt: Wahrend eines vollen Jahres geht hier die Sonne nur
einmal auf und einmal unter. Es gibt hier jedes Jahr nur einen Tag und
eine Nacht. Keine eigentlichen Tageszeiten, dafiir zwei extreme Jahres-
zeiten. Der Ubergang ist kurz, man kann kaum von Frihling oder Herbst

Nachdem wir den Weg von der flachen Erde zur Kugelerde nachvollzo-
gen haben, befassen wir uns mit Fragen der Orientierung auf der Erdku-
gel. Wir treffen uns im Freien auf einem weiten Platz, der nach Siiden
hin offen ist. Es geht zunachst um die /okale Orientierung. Wie orientie-
ren wir uns denn? Eine Groborientierung kann anhand der vier Himmels-
richtungen erfolgen. Wenn eine Himmelsrichtung bekannt ist, so ist ja

schon die ganze Windrose festgelegt. Jetzt da die Sonne scheint und sprechen.

Mittag gerade vorbei ist, kbnnen wir in guter Naherung angeben, wo | Ahnlich verhalt es sich mit dem Siidpol. Dorthin gelangen wir offenbar,
Siiden ist. Weil wir dieses Thema im Februar behandeln, gibt es keine ' wenn wir uns in Gedanken stets nach Siiden bewegen. Die Bahn, die wir
Probleme mit der Sommerzeit. (Dass fiir die Bestimmung der Sidrich- ' dabei beschreiben, ist ja nicht geradlinig, sondern kreisformig. Wir be-
tung nicht die Zonenzeit, sondern die Ortszeit massgebend ist, werden wegen uns dabei auf dem Langen(halb)kreis von Winterthur. Dieser wird
wir an dieser Stelle noch verschweigen. Ebenso werden wir hier die _ auch Meridian oder Mittagslinie genannt, weil er samtliche Orte mitein-
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ander verbindet, in denen die Sonne zur gleichen Zeit im Siiden bzw.
Norden steht. Sidlich durchquert der Winterthurer Meridian Italien,
dann das Mittelmeer, wobei auch Korsika und Sardinien getroffen wer-
den. Den afrikanischen Kontinent erreicht er in Tunesien, durchquert
die Sahara und trifft den Siidatlantik im Golf von Guinea. In diesem
Stidmeer durchmisst der Meridian einen Winkel von mehr als 60°, bis er
schliesslich die Antarktis an der Princess Astrid Coast erreicht. Die an-
dere Halfte des Kreises konnte man Mitternachtslinie nennen: Wenn es
auf dem Winterthurer Meridian Mittag ist, so ist auf dem gegeniiber-
liegenden Halbkreis eben Mitternacht — und umgekehrt. Auf der Mitter-
nachtslinie befindet sich — in der Siidsee, nicht allzu fern von Neusee-
land — der uns genau gegeniiberliegende Punkt der Erde, der sog. Anti-
pode (47° 30' S, 171° 16' W).

Denken wir uns auch eine Reise, bei der es stets nach Osten geht, so
gelangen wir nie zu einem Pol, sondern sind immer gleich weit vom
Nordpol entfernt und bewegen uns auch auf einem Kreis. Dieser zweite
Kreis hat einen kleineren Radius als der erste, es ist der Breitenkreis
von Winterthur. Denselben Kreis durchlaufen wir, wenn wir westwarts
statt ostwarts beginnen.

Nun gehort zu jedem Ort auf der Erdkugel ein Meridian und ein Breiten-
kreis. (Genau genommen stimmt das nicht ganz. Es gibt zwei Ausnah-
men. Welche?) Auf dem Lehrerpult steht ein zweiter Globus. Darauf er-
kennt man allerdings keine Lander. Er ist blau eingefarbt und tragt ein
Netz von Langen- und Breitenkreisen. Diese Kreise werden zur Posi-
tionsbestimmung benitzt. Einige Studenten wissen, dass Lange und
Breite zwei Winkel sind und wie sie auf dem Globus gemessen werden.
Wesentlich weniger klar ist die Bestimmung von Lange und Breite des
Standortes auf der wirklichen Erde. Uber diese Frage wollen wir in der
folgenden Stunde nachdenken.

Die Studierenden erhalten den Auftrag, tiber die Reise entlang des Win-
terthurer Breitenkreises einen kleinen Aufsatz zu schreiben. Dabei soll
mit Hilfe eines Atlasses die geographische Wirklichkeit beschrieben
werden. Das Ergebnis konnte wie folgt aussehen:

Haben Sie gewusst, dass der Winterthurer Breitenkreis durch Garmisch-Parten-
kirchen in Bayern, Budapest und Debrecen in Ungarn geht und dass er nérdlich
des Schwarzen und des Kaspischen Meers verlauft? Dass er Cecerleg in der
Mongolei trifft, die Taille der Pazifik-Insel Sachalin knapp verfehlt, den nérdlichen
Pazifik durcheilt, um westlich von Seattle auf nordamerikanisches Festland zu
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stossen. Weiter trifft er den nordlichsten der Great Lakes, versteckt sich in den
siidkanadischen Waldern und verlasst Amerika bei St. John's auf Neufundland.
Nach der Uberquerung des Atlantiks kehrt er wenig siidlich der Steinreihen von
Carnac (F) nach Europa zuriick. Er durchquert zweimal die Loire, geht durch
Liestal und Baden und schliesst sich in Winterthur.

In der folgenden Stunde haben die Studierenden Atlanten mitgebracht.
So konnen wir jetzt Lange und Breite einiger markanter Punkte bestim-
men: New York, London, Paris, Mt. Everest, Kilimandscharo usw. Um-
gekehrt sollen solche Punkte mittels ihrer Lange und Breite im Atlas
aufgesplirt werden.

Mit der Frage, woher man denn die Lange
und die Breite von Winterthur kenne, kniip-
fen wir an das Thema der vorigen Stunde
an. Praziser fragen wir, wie man mit einfa-
chen Hilfsmitteln Lénge und Breite des
Standortes bestimmen konne. Jetzt
schlagt die Stunde des Seglers unter den
Studenten: ,Die geographische Breite ist
gleich dem Hohenwinkel des Polarsterns.”
Die Idee dahinter ist subtil, denn die Blick-
richtung zum Polarstern ist ja nicht ganz
parallel zur Erdachse. Doch die Parallaxe,
d.h. die Abweichung von der Parallelen, be-
tragt weniger als 10-* Winkelsekunden!

Zur Breitenbestimmung kann auch der Win-
kel zwischen Mittagssonne und Zenit ver-
wendet werden. Diese Messung wird we-
sentlich ungenauer als die obige; das
Hauptproblem ist hier das Ausrichten des
Messinstruments auf das Sonnenzentrum.
Am einfachsten wird dieser Winkel am 21.
Mirz oder 23. September gemessen. Die
Sonne steht am Mittag dieser Tage (sog.
Aquinoktien, d.h. Tag- und Nachtgleichen)
genau iiber dem Aquator. Somit ist die
geographische Breite des Standortes (na-
herungsweise) gleich dem Winkel zwischen
Mittagssonne und Zenit (vgl. Fig. 2).

Fig. 1:
Breiten-
bestimmung
mit Hilfe des
Polarsterns

Fig. 2:
Breiten-
bestimmung
mit Hilfe der
Sonne
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Am Mittag des 21. Juni bzw. 21. Dezember befindet sich die Sonne
uber dem nérdlichen bzw. siidlichen Wendekreis (Sonnen-Wende, lat.
Solstitium). Die Breite dieser Kreise betragt 23° 27' N bzw. S. Also
lasst sich auch dann durch Bestimmung der Mittagssonnenhéhe die
Breite des Standortes berechnen.

Wie steht es mit der Langenbestimmung? Hier kommen uns unsere
sehr exakt laufenden Uhren zu Hilfe. Diesmal darf es gewiss auch eine
Digitaluhr sein. Wir vergleichen die Ortszeit von London-Greenwich (0°-
Meridian) mit derjenigen von Winterthur. Die Zeitdifferenz verhlt sich
dann zu 24 Stunden wie die Langendifferenz (d.h. die Lange von Win-
terthur) zum vollen Winkel von 360 Grad. Wir rufen einen Bekannten in
London an und fragen ihn nach der Ortszeit. Aus der Zeitdifferenz von
genau 60 Minuten (das hatten wir eigentlich wissen miissen!) berech-
nen wir fir Winterthur eine Lange von 15°. Ein Vergleich mit dem Atlas
zeigt aber, dass unser Ergebnis um mehr als 6° zu gross ist. Wieviel
Uhr ist es denn jetzt in Paris? Welche Zeit zeigt die Uhr in Wien? Wir
befinden uns mit Wien und Paris in der mitteleuropdischen Zeitzone;
unsere Uhren zeigen die Zonenzeit und nicht die Ortszeit. (In London
hingegen stimmt die Zonenzeit mit der Ortszeit tiberein.) Und fiir die
Bestimmung der geographischen Lénge ist natiirlich die Ortszeit mass-
gebend. Umgekehrt konnen wir jetzt aus der geographischen Lange
die Abweichung der Zonenzeit von der Ortszeit berechnen. Fiir Winter-
thur betrégt sie ca. 25 Minuten. Die so ermittelte Ortszeit ist nun aller-
dings die mittlere und nicht die wahre Sonnenzeit. Die Differenz zwi-
schen der wahren und der mittleren Sonnenzeit nennt man Zeitglei-
chung; sie variiert zwischen -12 und +16 Minuten. Mitte Februar er-
reicht die Zeitgleichung ihr Minimum von -12 Minuten. Also steht dann
die Sonne in Winterthur erst um 12 Uhr 37 im Siiden.

Wir wissen jetzt, wie die Position bestimmt werden kann. Als Anwen-
dung konnen wir nun auch nachvollziehen, wie die Menschen des Alter-
tums den Erdumfang berechnet haben. Eine Studentin hat die richtige
Idee. Von der Lange eines Meridianbogens zwischen zwei bekannten
Breitenkreisen kénnen wir auf den Erdumfang schliessen. Uns bleibt
noch tbrig, auf die Lésung des Eratosthenes und die Vermessung isla-
mischer Geometer im 9. Jahrhundert hinzuweisen. Eine ausfiihrliche
Darstellung davon gibt Ossermann [12], der in diesem Zusammenhang
auch auf die von Kolumbus an den iberischen Hofen entfachten Dispute
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eingeht. Die Ausleuchtung der Diskurse unter por{ugiesischen und spa-
nischen Gelehrten gabe ein spannendes Stimmungsbild der damaligen
naturwissenschaftlichen und politischen Ansichten.

Im Anschluss an diese Diskussion im Plenum werden Einzelauftrage er-
teilt. Die Studierenden sollen sich anhand von ausgewdhlten Texten
(z.B. Lexikonartikeln) vertieft mit einem der in den letzten Stunden ge-
streiften Themen befassen und dazu ein Kurzreferat vorbereiten. Hier
das Themenangebot:

Jahreslauf der Erde um die Sonne; Sonne und Mond; Kalender: Sonnenjahr,
Sternjahr und Mondjahr; Ortszeit, Zonenzeit und Zeitgleichung; Sonnenuhren;
Bestimmung der Tageslange. Erdrotation und Prédzession; Erdmagnetismus;
Grundlagen des GPS (General Positioning System).

Bei der Bearbeitung dieser Themen haben wir den Studierenden véllig
freie Hand gelassen. Entsprechend unterschiedlich war die Qualitat der
gehaltenen Kurzvortrage. Neben zwei ausgezeichneten Referaten iber
Sonnenuhren bzw. Tagesldnge entstanden eine inhaltsarme Rede (iber
den Jahreslauf der Erde um die Sonne und ein Vortrag zum Kalender,
der mehr verwirrte als erhellte.

Il. Von Ziirich nach Peking fliegen
Geometrie auf der Kugel: Geo-Metrie

Der Boden ist nun bereitet fiir die nachfolgende Aufgabenstellung, mit
deren Hilfe wir in kurzer Zeit ein Stiick Kugelgeometrie erarbeiten kon-
nen. Kollegin Regula Keller hatte die Gelegenheit, an einem Kongress in
China teilzunehmen, an dem die UNO-Frauenkonferenz von 1995 vorbe-
reitet wurde. Sie ist dabei von Ziirich-Kloten nach Peking geflogen.
Berechnen Sie aus den Positionsangaben von Ziirich-Kloten (47° 27" N,
8° 35' E) und Peking (39° 56" N, 116° 23" E) die Lange der Direktflug-
strecke (in km) und die Abflugrichtung (d.h. den Winkel, den diese Rich-
tung mit der Nordrichtung bildet).

Auf unserer 'Koordinatenkugel' zeichnen wir die ungefahre Lage von

Kloten und Peking ein. Nun gibt es allerdings nicht nur viele Wege nach
Rom sondern auch nach Peking. Auf welcher Route wird ein Flugzeug
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von Ziirich nach Peking fliegen? Die naheliegende Antwort kommt so-
gleich: Es wird mit unwesentlicher siidlicher Abweichung praktisch ost-
warts fliegen. Laut Kollege Heinz Juzi (der von 1974 bis 1989 in China
regelmassig Projekte einer Schweizer Firma leitete) fliegt die Schwei-
zer Fluggesellschaft Swissair erst seit 1976 nach Peking, zunachst mit
Zwischenlandung in Bombay. Die Flugroute nach Bombay, welche — mit
schwacher Siidabweichung — Richtung Ost fiihrt, war durch politische
Gegebenheiten bedingt und ist deshalb nicht optimal. Mit dem Aufkom-
men der modernen Langstreckenflugzeuge konnen Ziele im fernen
Osten im Direktflug erreicht werden. Seit 1986 gibt es direkte Flige
von Frankfurt nach Hongkong, und seit 1993 solche von Kopenhagen
nach Peking. Welche Route wiirde fiir den Direktflug von Ziirich nach
Peking gewahlt? Genau! Man nimmt jetzt den kiirzesten Weg. Mit Hilfe
eines Bindfadens versuchen wir auf dem Globus diesen Weg zu bestim-
men. Welch eine Uberraschung! Dieser Weg filhrt zunachst in nordostli-
cher Richtung. Er beschreibt einen Grosskreisbogen. (Die Wirklichkeit
ist allerdings etwas komplizierter. Es gibt z.B. sog. Luftkorridore, die
eingehalten werden miissen.)

Fiir die Berechnung von Langen auf der Kugel werden die Studierenden
mit etwas Hilfe sowohl Analogien als auch Unterschiede zur Langen-
berechnung in der Ebene erkennen. Das (schiefwinklige) Kugeldreieck
-erweist sich fiir unsere Zwecke als machtiges Hilfsmittel. Wir betrach-
ten das Dreieck mit den Ecken K (Kloten), P (Peking) und N (Nordpol).
Sofort zu berechnen sind die Seiten NK und NP sowie deren Zwischen-
winkel. Nun wiirde man ein Analogon zum Cosinussatz fiir ebene Drei-
ecke benotigen, um die gesuchte Seite KP zu berechnen; eine Art Si-
nussatz wiirde dann den gesuchten Winkel liefern. Ausnahmsweise su-
chen wir die passenden Formeln direkt im Formelbuch (z.B. Bartsch
[2]). Unsere Suche ist erfolgreich, die benotigten Formeln heissen Sei-
tencosinussatz bzw. Sinussatz des sphéarischen Dreiecks (Bartsch [2],
S. 206 ff). Im Prinzip ist die Aufgabe damit geldst; die numerische
Berechnung wird zu Hause ausgefihrt.

Nach dieser Einfiihrung sollte das Thema ,Kugeldreieck” noch etwas
vertieft werden. Die oben beschriebene Aufgabe ist ein Spezialfall der
zweiten Grundaufgabe des sphéarischen Dreiecks. Insgesamt gibt es
sechs solche Grundaufgaben. Dabei geht es jedesmal darum, aus drei

vorgegebenen Stiicken die restlichen Seiten und (oder) Winkel zu be-
rechnen:
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Grundaufgabe 1: Alle drei Seiten sind gegeben.

Grundaufgabe 2: Zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,
Grundaufgabe 3: zwei Seiten und ein gegeniiberliegender Winkel,
Grundaufgabe 4: eine Seite und die beiden anliegenden Winkel,

Grundaufgabe 5: eine Seite, ein anliegender und der gegeniiberliegende Winkel,
Grundaufgabe 6: drei Winkel sind gegeben.

Die Lésungen dieser Grundaufgaben konnen von den Studierenden
selbstandig erarbeitet und in Kurzreferaten vorgestellt werden. Dassel-
be gilt fir die Beweise der dabei verwendeten Hilfsmittel (Sinussatz,
Seitencosinussatz, Winkelcosinussatz).

Um unseren zukiinftigen Bauingenieurinnen und -ingenieuren zu demon-
strieren, dass die Erdkrimmung nicht nur bei grossen Entfernungen
eine Rolle spielt, sondern bereits tber kirzere Distanzen zu beriick-
sichtigen ist, berufen wir uns auf den Schweizer Briickenbauer Othmar
H. Ammann [20]. Mit einer Spannweite von 1298.45 m zwischen den
Briickentiirmen verbindet seine Verrazano Narrows Bridge Staten Is-
land und Brooklyn (New York City) Uber die Miindung von New Yorks
Upper Bay. Beim Bau der 198.35 m hohen Pylone musste die Erd--
kriimmung einbezogen werden. lhre Spitzen sind namlich 41 mm weiter
auseinander als die Fundamente, was durch eine einfache Rechnung

sofort bestatigt wird.

Iil. Von der Erdkugel zur Weltkarte
Kartenprojektionen als geometrische Abbildungen

,Um also einen Frieden zu erreichen, so lasst uns eine Dimension denn strei-

chen.” (Hermann Hesse, ,Glasperlenspiel”)

Die Requisiten fiir die folgende Stunde sind der (konkrete) Globus, je
eine Mercator- und eine Peters\Weltkarte sowie eine Kugelkalotte. Es
geht jetzt um den Ubergang von der gekrimmten Erdda[stellung des
Globus zur ebenen Weltkarte. Wir konkretisieren diesen Ubergang, in-
dem wir versuchen, die Kugelkalotte glatt zu driicken. Wir erkennen,
dass diese Glattung Probleme aufwirft. Am einfachsten ist es, durch
regelmassig verteilte Einschnitte mehr oder weniger ebene ,Schnitze®
zu erzeugen. Solche Weltkarten gibt es tatsachlich. (vgl. den Taschen-
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Weltatlas von Diercke [4]. Dasselbe Problem stellt sich dem Hersteller
eines Globus, wenn auch genau umgekehrt: Wie bringt er die ebenen
Kartenteile auf die runde Kugel?) Die Herren Mercator und Peters haben
das Glattungsproblem offensichtlich elegant, wenn auch auf sehr unter-
schiedliche Weise gelost.

Wir bitten die Studierenden, den beiden Entwiirfen weitere eigene hin-
zuzufiigen. Dabei wird bald erkannt, dass der Kartenentwurf durch die
Wahl des Netzes der Langen- und Breitenkreise festgelegt ist. Miissen
die Bilder der Breiten- bzw. Langenkreise auf jeder Karte zueinander
senkrechte Scharen von Parallelen sein? Dem Atlas entnehmen wir
rasch, dass eine solche Einschrankung nicht besteht. Bei einem einzi-
gen selbstgemachten Entwurf sind sowohl Langen- als auch Breiten-
kreise gekrimmte Linien.

Durch das Skizzieren eigener Entwiirfe hat sich der Blick fiir die Beson-
derheiten der beiden vorgestellten Karten gescharft: Bei der Petfers-
Karte (offizielle UNESCO-Karte) haben wir eine Einteilung des vollen
Winkels in 400 Neugrad. Die Langenskala ist proportional, wéahrend die
Breitenkreise gegen die Pole hin immer naher zusammenricken. 10x
10-Neugrad-Felder sind am Aquator nicht als Quadrate sondern als
schmale Rechtecke (d.h. mit kiirzerer horizontaler Seite) dargestellt.
Dies fiihrt dazu, dass wir z.B. Afrika oder Siidamerika als in der Ost-
West-Richtung zusammengedriickt empfinden. In der Nahe der Pole
sind diese Felder breite Rechtecke (mit wesentlich langerer horizonta-
ler Seite). Deshalb wirkt Sibirien in Ost-West-Richtung auseinanderge-
zogen. Bei der Mercator-Karte (offizielle NATO-Karte) werden Langen
und Breiten im gewdhnlichen Gradmass gemessen. Auch hier ist die
Langenskala proportional. Anders als bei der Peters-Karte riicken die
Breitenkreise gegen die Pole hin immer weiter auseinander. Dies flihrt
dazu, dass die polnahen Gebiete (ibermassig gross, die Pole selber
hingegen gar nicht dargestellt werden. Beide Weltkarten sind also ver-
zerrt,

Welches sind aber die Vorziige dieser Karten? Wenn wir wissen, wozu
die beiden Karten geschaffen wurden, kénnen wir diese Frage leichter
beantworten. Der Duisburger Kartograph Gerhard Kremer (Mercator)
lebte vor mehr als 400 Jahren, also zu Beginn der Neuzeit. Das war die
Zeit der grossen Entdeckungen. Weltkarten wurden damals fiir die See-
fahrt gebraucht. Damit die Schiffe ihr Ziel erreichen konnten, mussten
sie ihren Kurs — d.h. einen festen Winkel gegeniiber der Nordrichtung —
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einhalten. Von einer guten Karte erwartete man also, dass die Winkel
darin treu abgebildet wurden. Und genau das leistet die Mercator-Kar-
te; sie ist winkeltreu. Fiir den rot-grinen Historiker Arno Peters hinge-
gen geht es nicht um die Politik des sechzehnten, sondern um diejt_ani-
ge des zwanzigsten Jahrhunderts, genauer um den Nord-Siid-Konflikt.
Moderne politische Karten sollen die Grossenverhaltnisse der Lander
und Kontinente richtig wiedergeben. Eine solche Karte soll also Flé
chenverhiltnisse treu abbilden. Diese Eigenschaft der Flachentreue ist
in der Peters-Karte verwirklicht. (Es ist zu beachten, dass es bei der
Flachentreue um den Inhalt und nicht um die Flachenform geht.)

Andererseits ist die Mercator-Karte offensichtlich nicht flachentreu,
und die Peters-Karte ist auch nicht winkeltreu. Gibt es denn keine Welt-
karten, welche beide Vorziige in sich vereinigen? Eine mathematische
Uberlegung (die diesen Rahmen sprengen wiirde) zeigt, dass eine Kar-
te, die gleichzeitig winkeltreu und flachentreu wire, auch die Langen-
verhaltnisse treu wiedergeben miisste. Das nachfolgende Argument
zeigt aber, dass es keine langentreue Weltkarten geben kann. Foigli.ch
kann auch keine ebene Karte gleichzeitig winkel- und flachentreu sein.

Wir betrachten ein gleichseitiges Ku-
geldreieck ABC mit drei rechten Win-
keln (z.B. ein Dreieck mit dem Nord-
pol als Ecke und einem Viertel des
Aquators als gegeniiber liegende Sei-
te). Wir wahlen nun eine fiktive lan-
gentreue Abbildung der Kugel auf ei-
ne Ebene, d.h. eine langentreue Kar-
te. Das Kugeldreieck ABC wird dabei
auf ein ebenes gleichseitiges Dreieck
A*B*C* abgebildet. '

Im Kugeldreieck sei jetzt H der Mittel- G
punkt des Bogens AB. Der Gross-
kreisbogen HC ist dann gleich lang
wie die Seiten des Kugeldreiecks.
Das Bild H*C* von HC ist aber die
Héhe des Bilddreiecks und damit Kir-
zer als die Seite A*B". Dies wider-
spricht jedoch der Annahme, dass die
Abbildung langentreu sei.

Fig. 3: gleichseiti-
ges Kugeldreieck
und gleichseitiges
ebenes Dreieck
mit entsprechen-
den Hohen



Fig. 4 bis 6:
Azimutalprojektion
Zylinderprojektion
Kegelprojektion
{von links nach
rechts)

Fig. 7:
Peters-
’rojektion
links)

"ig. 8:
sradnetz
ler Peters-
’rojektion
rechts)
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Das soeben angegebene Argument versagt offensichtlich, wenn der
Ausschnitt der Erdkugel zu klein ist. Dass es auch fiir ein noch so klei-
nes Gebiet der Kugel keine langentreue Karte gibt, kann jedoch eben-

falls mit Mitteln der Elementargeometrie eingesehen werden (s. An-
hang).

s
!
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Heutige Atlanten werden digital hergestellt. Wie sehen denn die Re-
chenvorschriften oder eben die Projektionen aus, die zur Mercator-
bzw. Peters-Karte fiihren? Man unterscheidet echte und unechte Projek-
tionen. Die echten Projektionen — die Mercator- und die Peters-Projekti-
on gehdren zu diesen — zerfallen in drei
Klassen: Azimutal-, Zylinder- und Kegelpro-
jektionen (s. Fig. 4 bis 6).

Die Peters-Projektion ist eine Variante der
auf Archimedes (287-212 v. Chr.) zuriick-
gehenden Projektion der Kugel auf einen
Zylinder, dessen Achse mit der Erdachse
Ubereinstimmt. Schon Archimedes wusste,
dass diese Projektion flachentreu ist. Es

EXeEmMPLARISCH LEHREN

war allerdings erst der Mathematiker und Kartograph J. Lambert
(1728-1777), der diese ldee zur Herstellung von Karten verwendete.
Bei Archimedes ging es damals um die Bestimmung der Oberflache
einer Kugel. (Der Kartograph Marinus verwendete (ibrigens schon im
ersten Jahrhundert n. Chr. einen der Peters-Projektion ahnlichen Zylin-
derentwurf; siehe [11], S. 211.)

Die Mercator-Projektion ist ebenfalls eine Zylinderprojektion, sie ist je-
doch wesentlich schwieriger zu beschreiben als die Peters-Projektion.
Ein Zugang, der auch mathematisch ergiebig ist, erfolgt auf dem Weg
iiber die Stereographische Projektion. Diese bereits vom griechischen
Astronomen Hipparch von Nikda (ca. 190-120 v. Chr.) verwendete Ab-
bildung ist eine winkeltreue Projektion auf die Aquatorebene E. Dabei
wird die Nordhemisphare nach folgender Vorschrift abgebildet:

Man verbinde den Siidpol S ge-
radlinig mit dem beliebigen
Pukt P (der Nordhalbkugel)
und schneide die Verbindungs-
gerade von S und P mit der Bild-
ebene E. Der Schnittpunkt P*
ist dann das Bild von P (vgl. Fi-
gur),

An dieser Stelle fiihren wir den
Begriff der Loxodrome ein. Dies
ist eine Kurslinie, d.h. eine Kur-
ve auf der Erdkugel, welche je-
den Meridian unter demselben

festen Winkel o schneidet. Da N \ /

die Mercator-Abbildung eine N \ / g
winkeltreue  Zylinderprojektion \\ / q
ist, miissen die Loxodromen da- ] \\ \ 11

bei auf Geraden (mit der festen ~ ) /A 1
Steigung m = tan(90°- o) ) ab- O
gebildet werden. Bei der Stereo- ,r’/ NBS
graphischen Projektion sind die P A h | N 5
Bilder der Loxodromen hinge- 1| ’ \

g

gn logarithmische Spiralen. 4 N
Fiir den Ubergang zur Mercator- //' / \ )
Projektion brauchen wir somit % ; / \
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Fig. 9:
Stereo-
graphische
Projektion

Fig. 10:
Gradnetz
mit
Loxodro-
men bei der
Mercator-
Projektion.



Fig. 11:
Gradnetz
mit Loxodro-
men bei der
Stereogra-
phischen
Projektion
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noch eine Abbildung der Ebe-
ne, welche vorgegebene loga-
rithmische Spiralen auf eine

vor gegebene Schar paralleler
>\ Geraden abbildet. Man verifi-
’x ziert leicht, dass die Abbil-
e dung, welche die geographi-

xsche Lange festhalt und den
" Polabstand in den natiirlichen
-~z Logarithmus seines Kehr-
werts lberfiihrt, die verlangte
Eigenschaft besitzt.

e

Bei der Konstruktion von Ste-
reographischer Projektion und
Mercator-Projektion kommen
wir nicht an der jeweiligen analytischen Beschreibung vorbei. Obwohl
die bendtigten Werkzeuge schon eingefiihrt wurden, ist dieser Aspekt
recht anspruchsvoll. Andererseits lasst sich mit diesen Beispielen der
geometrische Abbildungsbegriff motivieren.

Ein weiterer Aspekt ist philosophischer Natur. Es geht um den Begriff
des Modells. Die Studierenden lernen, dass sowohl die ebene Weltkarte
als auch die Erdkugel (s. auch unten) lediglich Modelle sind. Es ist ty-
pisch flr wissenschaftliches Vorgehen, dass zur Beschreibung der
Wirklichkeit Modelle entworfen werden. Gibt es — wie in unserem Fall —
verschiedene Modelle fiir denselben Wirklichkeitsbereich, so wird man
deren Eignung fiir die jeweilige Problemstellung beurteilen miissen. Es
ist uns klar geworden, dass das Kugelmodell der Wirklichkeit naher
kommt als jede Karte. Andererseits sind geeignete Karten fiir manche
Zwecke durchaus geniigend. An dieser Stelle ist nun aber die Lehrper-
son ganz besonders herausgefordert. Sie wird sich entschieden dage-
gen wehren, dass eine Diskussion (iber solche Fragen den Fundamen-
talisten oder den Sophisten als Tummelplatz iberlassen wird.

Mit dieser Etappe erreichen wir auf unserem Treck das Biwak auf der
Hochebene, von wo wir Ausblick auf die Gipfel haben.

Wir konnen in verschiedensten Richtungen weiter in der Ingenieur-
mathematik aufsteigen und eine nachfolgende Vertiefung vorbereiten:

Differenzenverfahren (Methoden der Finiten Elemente), Ausgleichsrech-
nung (Vermessung), Krimmungsbegriff, welcher spater bei Problemen

78

ExeMPLARISCH LEHREN

des Strassen-, Tunnel- und Briickenbaus, in der Elastizitatstheorie eine
wichtige Rolle spielen wird.

Einen Eindruck von einem dieser Gipfel, die vor uns aufragen, wollen
wir noch geben.

Ausblick: Von der Kugelerde zum Geoid. Erdabplattung

Vor mehr als zweitausend Jahren setzte sich bei den Griechen die Vor-
stellung von der Erdkugel durch. Durch die Kugelgestalt lassen sich
viele geographische und astronomische Beobachtungen erkldren. Sie
geniigt auch dem antiken Harmoniebediirfnis. Entspricht sie aber auch
der tatsachlichen Form der Erde?

Einige Studierende behaupten, die Erde sei birnenformig. Das Wort
Geoid fallt. Um die Zweifel an der Kugelgestalt zu vermehren, fihren
wir ein kleines Experiment durch. Mit Hilfe eines Elektromotors lassen
wir eine elastische, kreisformige Lamelle schnell um einen Durchmes-
ser rotieren. Wir beobachten eine elliptische Verformung, die wir auf
die Wirkung der Zentrifugalkraft zuriickfiihren.

Auch auf die massive, langsam rotierende Erde wirkt die Zentrifugal-
kraft. Die Auffassung von Huygens und Newton, die Erde gleiche einem
Rotationsellipsoid, scheint uns aufgrund des Experiments nicht vollig
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Fig. 12:
Concept Map:
Erdellipsoid
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abwegig. Das nichste Etappenziel stellen wir den Studierenden anhand
einer Concept Map vor. Wir verhehlen nicht, dass wir dabei die vorhan-
dene Mathematik voll einsetzen werden und auch einiges hinzulernen
missen.

normal Potentialfiiche selnes
=] I Schwerefelds
f——bestimmt Gauss-Krlmmung ausdriicken durch

Messdaten

Schwerevektor
L+T, ETH Zirich ¢ *usaleichen mi

Zielgrissen:
Pol- und Aquatorradius

L—charakterisiaren —i Erdellipsoid I

Wir wollen von einem Rotationsellipsoid, das die Erdgestalt gut wieder-
gibt, Aquator- und Polradius bestimmen. In der Realisierung dieses Teil-
projekts fordern wir von den Studierenden ein rechtes Mass an Figen-
aktivitit (Bearbeitung von Lernaufgaben, Lektiire von Theorieunterla-
gen, Kurzvortrige). Selbstverstandlich kénnen wir nicht in die Metho-
den der (physikalischen) Geodasie eindringen. Aber wir versuchen a
presentation of the subject along the lines its development might have
followed (M. Spivak) und eine Anndherung an den Ursprung der heuti-
gen Vermessung und der Ausgleichsrechnung: an die Untersuchungen
uber Gegenstéinde der Héheren Geodasie [6], die C.F. Gauss um 1820
im Zusammenhang mit der Vermessung des Kénigreichs Hannover un-
ternahm,

Methode der kleinsten
Chiad

Grob gesagt, besteht der Plan darin, die Gauss-Krimmung in einem
bestimmten Fldchenpunkt auf zwei verschiedene Arten auszudriicken.
Dabej ist die Gauss-Krimmung das Produkt der kleinsten und der
grossten Kurvenkrimmung in diesem Punkt.

Das Geoid, d.h. die Gleichgewichtslage des mittleren freien Meeres-
spiegels, ist eine Niveaufliche des sog. Schwerepotentials. Die geome-
trische Form des Geoids st die Unbestimmte der Geoddsie. Wir wollen
sie durch ein massives Rotationsellipsoid annéhern. Auf den gesuchten
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Aquator- bzw. Polradius lisst sich schliessen, indem wir die Gauss-
Krimmung in den Ellipsoidpunkten durch diese Gréssen ausdriicken.
Andererseits berechnen wir die Gauss-Kriimmung naherungsweise aus
den Anderungen des an der Erdoberfliche gemessenen Schwerevek-
tors, der durch seinen Betrag und seine Lotabweichung bestimmt ist.
Mit numerischen Methoden (Ausgleichsrechnung) schliessen wir dann
auf die gesuchten Parameter des Ellipsoids. Ein Vergleich mit den offi-
ziellen Daten der IUGG (International Union of Geodesics and Geophy-
sics) gibt uns Aufschluss tber die Genauigkeit unseres Vorgehens.

Unsere Methode ist aus der Sicht eines Geodaten vollig unzulanglich,
weil wir auf die Schwierigkeiten der Schwerereduktion gar nicht einge-
hen — aber einen Eindruck der Anstrengungen und der Techniken, die
fur das Klettern auf die hochsten Gipfel noch nétig sind, haben wir

erhalten!

Dank

Getreu dem Motto sind auch wir dfter geklettert als geliftet. Der Berg-
sche Esprit hat uns wahrend dieser Kletterei immer wieder aufgemun-_
tert und zum Weitersteigen angespornt. Durch sein sokratisches Sti-
cheln — durch sein unermiidliches Hinterfragen und durch seine Ausein-
andersetzung mit unserer Arbeit — hat uns Christoph Berg viele Zusam-
menhéange erst erkennen und verstehen lassen. Wir danken Christoph
Berg fiir seinen grossen Enthusiasmus, mit dem er uns immer wieder
Vorbild ist, und flir seine freundschaftliche Leitung der Winterthurer
Exempel-Werkstatt.
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Anhang: Auch im Kleinen gibt es keine langentreuen Karten.

Im dritten Kapitel haben wir gezeigt, dass es keine langentreuen Welt-
karten geben kann. Das dort verwendete Argument versagt allerdings,
wenn der abzubildende Ausschnitt der Erdkugel zu klein ist. Die Tatsa-
che bleibt jedoch fiir noch so kleine Flachenstiicke bestehen und kann
elementargeometrisch eingesehen werden. Die an solchen Details
nicht interessierten Leserinnen und Leser mogen diesen Anhang ge-
trost ignorieren.

Fiir den Beweis nehmen wir das Gegenteil an. D.h. wir gehen aus von
einem Flachenstiick f auf einer Kugel und von einer fiktiven Abbildung
@, welche f langentreu auf eine Ebene abbildet. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, die betrachtete Kugel habe den Radius 1. Fiir den belie-
bigen Punkt P von f bezeichnen wir mit P* den Bildpunkt unter der
Abbildung @. Wir wahlen einen inneren Punkt O von f und einen
(positiven) Abstand r so, dass samtliche Punkte von f welche von O
den Abstand r haben, noch zu f gehéren. Gleichzeitig soll aber r
kleiner als m/2 sein. Alle solchen Punkte liegen somit auf einem Klein-
kreis k der Kugel mit dem Radius p = sinr. Da die Abbildung @
langentreu ist, liegen die Bildpunkte ebenfalls auf einem Kreis k*. Die-
ser Kreis hat den Bildpunkt 0* von O als Zentrum, sein Radius ist r.
Fiir eine noch so kleine positive Zahl r ist nun aber sinr echt kleiner
als r. Also hat k einen kleineren Radius als k*. Wir wahlen nun eine
genugend grosse positive ganze Zahl n so, dass das regulare nEck
mit dem Umkreis k* den (konzentrisch in k* gedachten) Kreis &
nicht schneidet. Dieses n-Eck hat somit einen grosseren Umfang als
der Kreis k, auf dem die Urbilder der Ecken des n-Ecks liegen. Wir
folgern, dass das n-Eck zwei aufeinanderfolgende Ecken P,* und P,*
besitzen muss, deren Abstand grosser ist als der Bogen von k zwi-
schen den Originalpunkten P, und P,. Da k ein Kleinkreis ist, muss
dieser Bogen jedoch langer als der spharische Abstand seiner beiden
Endpunkte sein. Dies widerspricht der Annahme, dass die Abbildung @
léngentreu sei.

Bildnachweis:

Gegeniiber Seite 63:
Europa, Seekarte von Lucas Jansz, Waghenaer 1589, aus Mercator [11]
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