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3. VOM WURFEL ZUR KUGEL MIT ARCHIMEDES
(Formen — Formulieren — Formeln)
Ein Lehrstlck zur Stereometrie
fur die 9. Klasse des Gymnasiums

3.1 Einleitung, sowie Vorlagen von Martin Wagenschein
Texte: Zweierlei Wissen
Kern und Schale runder Dinge
Satze iiber Zylinder und Kugel
Sandrechnung
3.2 Struktur des Lehrstuicks
3.3 Unterrichtsverlauf: 15 Stunden (in der Tertia)
Auftakt
I. Akt: Exposition des Lehrstiicks:
Wiirfel, Kugel und Verwandte
II. Akt: Im Eckenland:
Vom Wiirfel zu Quader, Prisma und Pyramide
III. Akt: Der Kreis in der Ebene als Steg iiber die Kluft
IV. Akt: Im Rundland:
Uber Zylinder und Kegel zur Kugel
Abschluss: Nach- und Schlussbetrachtung
3.4 Weiterentwicklungen des Lehrstiicks
3.5 Feedback der Schiler zum Lehrstiick
3.6 Didaktische Interpretation: Methodentrias
3.7 Das Lehrstiick in der Fachschaft
3.8 Die Ideengeschichte im Lehrstiick

3.1 Einleitung, sowie Vorlagen von Martin Wagenschein

Die Berechnung von Korpern (Stereometrie) in der Mathematik wird oft zu einem leidvollen,
trockenen Thema mit vielen Formeln. Wenn wir versuchen, den historischen Prozess, die
Ideen von Euklid und insbesondere diejenigen von Archimedes einzubeziehen, gewinnt das
Ganze an Spannung. Mathematisch gesehen, lassen sich dabei das Prinzip der Intervall-
schachtelung und dasjenige der Rekursion erleben, welche beide heute noch von grosser
Bedeutung sind. Das von Archimedes entwickelte mathematische System kommt in vielem
der modernen Infinitesimalrechnung nahe. Wir staunen iiber die Komplexitit und logische
Schirfe, mit der Archimedes vor rund 2250 Jahren argumentiert hat. Noch in diesem Jahr-
hundert ergéinzten neue Entdeckungen unser Bild von Archimedes. Sie zeigen, wie er die ge-
gensitzlichen Fihigkeiten des praktischen Ingenieurs und des theoretischen Mathematikers in
genialer Weise verband. Mit dem Einbezug praktischer Uberlegungen zur Gewinnung neuer
Erkenntnisse (seiner sogenannten Methode; z.B. Bestimmung des Kugelvolumens) und der
Anwendung von theoretischen Erkenntnissen in der Praxis (z.B. Hebelgesetz) steht er im
Gegensatz zur reinen Ideenlehre von Platon. Archimedes legte damit den entscheidenden
Grundstein zur Entfaltung der Naturwissenschaften.

Die Idee zu diesem Lehrstiick entstand in der Berner Lehrkunstwerkstatt, einer Weiterbil-
dungsgruppe der Berner Lehrerfortbildung unter der Leitung von Prof. Christoph Berg. Im
September 1995 lasen wir den Text ,,Zweierlei Wissen®, in dem der Autor Martin Wagen-
schein (1980. S. 278f) zwei Betrachtungsweisen des leuchtenden Vollmondes ins Zentrum
stellt: Die runde Scheibe und die gewolbte Halbkugel. Bald landeten wir bei folgenden
Fragen: ,,Wie ldsst sich die Oberfliche der Kugel berechnen?*, ,,Welchen Prozentanteil des
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Martin Wagenschein:
Zweierlei Wissen

Als er Kind war, Schiiler, Jiingling, Student, da sagte man ihm: 47, so rechnet man die Fliche
der Kugel aus. 4 mal diese Zahl (die etwa 3.14 ist) mal r, der Lange des Halbmessers, und dann
mal r noch einmal. Auch bewiesen hatte man es; es ging auf die Griechen zuriick.

Erst als er dann spter, dreissig Jahre alt, begann, eben dies die Kinder zu lehren, bemerkte er, dass
es sich auch anschauen liess, ja urspriinglich von den Griechen angeschaut worden war und auch
nur angeschaut werden konnte. Dass dieses 47r” nur eine spite Kurzschrift ist, gemacht fiir die
Berechnenden, nicht mehr fiir die Schauenden; ein Automat, zu bedienen von jedermann. Dass es
ja als ,, 4mr® “ nichts anderes sagte, als dass die Kugeloberfldche genau viermal so gross sei als mur’.
Dies mtr’ aber war die Rechenvorschrift fiir die Fliche des »Zrossten Kreises* der Kugel, den sie,
durch ihre Mitte aufgeschnitten, sehen ldsst. So ist also, was uns der Apfel in der greifenden Hand
als Schale bietet, vierfach das, was er von seinem Innern preisgibt, wenn wir ihn geradewegs
mitten durchschneiden und auf die frische Innenfliche blicken.

In seinem einundfiinfzigsten Jahr schaute er eines Abends die goldene Mondscheibe an, wie sie
iiber dem Wald aufstieg: da sah er es noch einmal neu! So sehr war es das Alte und doch wieder
etwas Neues, dass es ihn {iberraschen und entziicken konnte. Der Mond, so sagte er sich, wie sehe
ich ihn doch noch immer so, wie ihn die Kinder sehen und vielleicht wir alle, wenn wir nicht
gerade dabei denken: als ein flaches Goldblech, an den Himmel geheftet! Obwohl ich weiss, was ja
nicht ohne weiteres zu sehen ist, und was irgendwann einmal, vor Sokrates, ein Mensch von
eindringlichster Anschauungskraft zum erstenmal eingesehen haben muss - obwohl ich weiss,
dass er als Ball im Raum héangt und mir seine Wolbung entgegenrundet.

Da begann er zu griibeln und zu schitzen, wievielmal nun wohl diese von ihm gesehene, wirklich
gewdlbte Mondflache grosser sei als sie, félschlich flach gesehen, erscheint; - Bis es ihn durch-
zuckte, dass er das seit langem wusste (und wohl doch nicht wusste?): dass sie ja eben genau
doppelt so gross sein miisse: Denn wenn die ganze Kugel ihren grossten Kreis viermal fasst, so
muss ihn die halbe Kugel, die allein ich ja iibersehen kann, zweimal enthalten. Dieser grosste
Kreis ist aber gerade das, was ich vom Mond zu sehen glaube, indem ich ihn als flachen Teller
nehme. Zweimal mehr Flache bietet mir der Mond,
als ich zu sehen meine. Und so ist es bei jeder
Kugel, wenn ich sie weit genug von mir halte.
Aber der Mond hatte es ihn gelehrt, was der Aus-
druck 4nr* oder 2nr® im Grunde sagen will.

So verschmolz ihm die griechische Entdeckung
der Formel fiir die Kugelfliche mit der anderen
griechischen Einsicht, dass der Mond nicht Schei-
be, sondern Kugel sei, Halbkugel, soweit wir ihn
iiberblicken. ( . . . .) Damals bei den Griechen
erwuchs diese Bliite. Und nicht nur, dass sie es
wussten: sie erwiesen es auch, dass es so und nicht
anders sein miisse. So rund und glatt das Ergebnis,
so wussten sie doch, es war ein feiner, ein un-
endlicher Prozess zu iiberstehen, ehe man es
erkennen konnte. Sie dachten ihn zu Ende, und ihr
Scharfsinn liess sie einen Fund machen von
einfachster Anschaulichkeit, der golden an ihrem
Himmel stand.

(Wagenschein, 1980, S. 278f)
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Martin Wagenschein
Kern und Schale runder Dinge

Formeln geniigen nicht. Formelsammlungen, wie zum Beispiel diese:

UMFANG | FLACHE VOLUMEN
QUADRAT 4a a’
KREIS 2nr i -
WURFEL 6a> a’
ZYLINDER 2mr 2mr” + 2mrh nrth
KEGEL i’ + s nr’h /3
KUGEL 2mr 4r? 4nr’ /3

haben etwas Trockenes und Abschreckendes fiir den, der die Mathematik nicht kennt oder sich von
ihr entfernt hat, so dass er die Zeichen nicht oder nicht mehr auf die rechte Art zu lesen weiss. Und
doch sind sie nichts als eine Kurzschrift fiir hochst anschauliche und merkwiirdige Zusammen-
hénge, die sich auch in Worten sagen lassen und dann von jedermann verstanden werden kénnen.
Ja, urspriinglich, von den Mathematikern des alten Griechenlandes, konnten sie nur in Worten
gesagt werden, und erst spiter wurden sie in die geniale und niitzliche, aber fiir den Unbelehrten
dunkle Kiirze der Formel gedringt. (...)

In vielen der hier zusammengestellten Formeln, steckt das merkwiirdige Zeichen ,,n““. Es wird ge-
sprochen ,,pi“ und ist der Geheimschliissel fiir die Massverhéltnisse aller runden (kreis-runden)
Dinge. Es sitzt in unseren Rechnungen, mogen sie nun dem Réderwerk der Maschinen gelten oder
den Bahnen der Gestirne oder den Elektronenwirbeln der Atome. (...)

So sehen wir iiberall denselben Gesetzgeber m am Werk, wo das Krumme und Runde in Beziehung
gesetzt werden soll zum Geraden, Eckigen, Ebenen. Manchmal allerdings ist das Eckige, das mmal
genommen werden muss, nicht so einfach, wie man es wiinschen mdchte. Aber man muss die
Dinge nur auf die rechte Weise ansehen, dann werden sie einfach. Das Gerade und das Krumme
sind nun einmal zueinander fremde Welten, und wenn man den Ubergang von der einen zur
anderen jedesmal, bei jedem neuen Ding, neu beschreitet, so kann man sich nicht wundern, wenn
manchmal Engpésse zu durchschreiten sind.

Macht man es aber anders, geht man einmal hiniiber, an einer bequemen Stelle, gleich beim Kreis
zum Beispiel, und bleibt dann driiben bei den runden Dingen, und setzt sie nun untereinander in
Beziehung, so erdffnet sich ein grossartig einfaches Bild. Hier hat der Grenzpolizist © nichts mehr
zu suchen.

—— .

| — /( A
J D ATR

Die 2 Eimer fassen soviel wie die 3 Ballen oder wie die 6 Tiiten.
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3 Kelche fiillen einen Becher, 2 Kelche einen Romer.

Miteinander stehen die runden Dinge in den einfachsten Verhéltnissen, die es gibt, denen der
ganzen Zahlen! Auch das sagen uns diese Formeln. Die erstaunlichste Beziehung besteht zwischen
Kegel, Kugel und Zylinder. Sie wurde gefunden und verstanden von dem griechischen
Mathematiker ARCHIMEDES (gest. 212 v. Chr.), und sie enthiillt sich dann, wenn man diese drei
Korper so wihlt, dass sie ineinander genau passen, wenn man sie also iiber demselben Kreis
aufbaut und alle gleich hoch macht, und also auch gleich breit. Dann zeigt sich ndmlich, dass der
Kegelinhalt sich genau zweimal in die Kugel und genau dreimal in den Zylinder fiillen l&sst. (...)
Da dasselbe Verhdltnis 1: 2 : 3 auch fiir die halben Koérper gilt, fiir die Halbkugel also und die
zu ihr passenden Kegel und Zylinder, so kann man dasselbe auch an geeigneten Glasern
ausprobieren: 2 Kelche fiillen den Romer, 3 Kelche den Becher.

(Wagenschein: Urspriingliches Verstehen und exaktes Denken, Band I 1965 S. 67-71)

Archimedes
Séatze uber Zylinder und Kugel

Satz aus § 13: ,,.Der Mantel eines jeden geraden Zylinders ist gleich der Fliche eines
Kreises, dessen Radius die mittlere Proportionale ist zwischen der Seitenlinie und dem
Durchmesser der Zylinders.” * (Archimedes 1996 S. 93)

Satz aus § 33: ,,Die Oberfliche der Kugel ist viermal so gross wie die Flidche ihres
grossten Kugelkreises.” (ebda S. 114)

Satz aus § 34: ,,Der Inhalt der Kugel ist viermal so gross wie der eines Kegels, dessen
Grundflache gleich der Fliache des grossten Kugelkreises und dessen Hohe gleich dem
Radius der Kugel ist.“ (ebda S. 115)

KOROLLAR: ,Nach dem soeben Bewiesenen ist klar, dass jeder Zylinder, dessen
Grundkreisradius gleich dem Radius der Kugel, und dessen Hoéhe gleich dem
Durchmesser der Kugel ist, 1 2 mal so gross ist wie die Kugel, und dass auch die
Gesamtoberflidche des Zylinders 1 ' mal so gross ist wie die Oberflache der Kugel.

Denn der Inhalt des beschriebenen Zylinders ist sechsmal so gross wie der eines Kegels
von gleicher Grundfliche und halber Hohe. Von der Kugel aber wurde gezeigt, dass ihr
Inhalt viermal so gross sei. Es ist also klar, dass der Inhalt des Zylinders 1 %2 mal so gross
ist wie der Inhalt des Kegels. Andrerseits ist bekanntlich der Mantel eines Zylinders gleich
der Flache eines Kreises, dessen Radius die mittlere Proportionale ist zwischen der Hohe
und dem Durchmesser der Grundfliche des Zylinders. Bei unserem, der Kugel
umbeschriebenen Zylinder sind Hohe und Durchmesser gleich. Der Kreis aber, dessen
Radius gleich dem Durchmesser der Zylindergrundfliche ist, ist viermal so gross wie
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diese Grundfliache, d.h. also, wie die Flidche des grossten Kugelkreises. Demnach wird der
Mantel des Zylinders viermal so gross sein wie die Flache des grossten Kugelkreises. Die
Gesamtoberfliache des Zylinders ist also sechsmal so gross wie die Flidche des grossten
Kugelkreises. Aber die Oberfliche der Kugel ist viermal so gross wie die Fliche des
grossten Kugelkreises. Die Oberflache des Zylinders ist also 1 2 mal so gross wie die der
Kugel.“ (ebda S. 117)

*Anmerlgung: r heisst mittlere Proportionale von s und d, wenn gilt s : r = r: d. Daraus

folgt " = s-d.

Archimedes
Sandrechnung

Ein beriihmter Versuch, in das dunkle ,,Viel*“ der grossen Zahlen vorzustossen mit dem
Hauptzweck, das Zahlengebdude weit tiber alles irdisch Vorstellbare hinaus dem
Unendlichen entgegenstreben zu lassen, ist die uns iberlieferte ,,Sandrechnung*
(griechisch psammites, von psammos = der Sand) von Archimedes. In einem Brief an
Konig Gelon von Syrakus belehrt er diesen, dass des Sandes am Meer nicht unendlich sei.
Folgen wir seinen Worten und damit auch den Worten von F. Miiller, der dies so
anschaulich beschreibt.

»Manche Leute glauben, Konig GELON, die Zahl der Sandkorner sei unbegrenzt. Andere
meinen, die Zahl sei zwar nicht unbegrenzt, aber es sei noch nie eine Zahl genannt
worden, die die des Sandes ibertrifft. Ich aber will Dir zu zeigen versuchen, dass unter
den von mir benannten Zahlen nicht nur einige die Zahl eines Sandhaufens von Erdgrosse
ibersteigen, sondern auch die Zahl eines Haufens, der das Weltall fiillt.*

Die benannte griechische Zahlreihe von damals schloss, (...) mit 10 000 = 10%, der
Myriade (griechisch myrioi = 1 Myriade). ARCHIMEDES fasst nun die Zahlen von 1 bis
zu 10*10* = 10® = 1 Myriade Myriaden als die ,,Zahlen 1. Ordnung* zusammen. 10® ist
nun die Einheit der 2. Stufe, der ,,Zahlen 2. Ordnung®, die bis 10*-10° = 10'® = 10*?
reichen. Hier beginnt die 3. Stufe mit allen Zahlen 3. Ordnung bis zu 10** = 10%° usw. So
fortschreitend, gelangt ARCHIMEDES rein gedanklich bis zu den Zahlen der myriad-

myriadsten Ordnung, das heisst bis zu P = 10817 (eine 1 mit 800 Millionen Nullen). Diese
Zahlen von 1 bis P nennt er dann die ,,Zahlen der 1. Periode“. Nun schreitet
ARCHIMEDES so fort, dass er die 1. Ordnung der 2. Periode bildet und gelangt so bis
10%P, dann folgt die 2. Ordnung dieser Periode bis 10'°-P, sodann die 3. Ordnung bis

10**.P usw., bis zur 10®. Ordnung der 2. Periode = 10319 .p = P2. Dann baut er ebenso
eine 3. Periode, eine 4., 5. usw. auf und hort schliesslich bei der myriad-myriadsten

Periode = plo’— 108'108'108 = 108'1016 auf. Diese Zahl, in Ziffern ausgeschrieben, ist eine 1
mit 80 000 Billionen Nullen! Es ist die 10%. Zahl der 10®. Ordnung der 10°. Periode.
Wollte man diesen enormen Zahlenriesen auf einem Streifen Papier aufschreiben, und
zwar etwa so, dass auf einer Papierldnge von 1 cm immer 2 Ziffern zu stehen kdmen, so
bedeutete die Lieferung des dazu notwendigen Papierstreifens fiir sidmtliche
Papierfabriken der Erde einen nicht leicht zu bewiéltigenden Auftrag: der Streifen miisste
400 Milliarden Kilometer lang sein, oder, was dasselbe bedeutet: man konnte mit ihm die
Distanz Erde-Sonne (150 Millionen Kilometer) ungefahr 2700mal abmessen! Nun hétte
ARCHIMEDES fiir die Berechnung der Sandkdrner in der Weltkugel allerdings lange
nicht so weit gehen miissen. Er findet ndmlich flir seine ,,Sandzahl, nachdem er auf
Grund von Vergleichen alle Nebenrechnungen sowie die Berechnung des
Weltkugelvolumens gemeistert hatte, den Wert 10%, was also 10 mal kleiner als 10°* ist,
das heisst die Zahl der Sandkorner im Archimedischen Kosmos ldsst sich durch eine Zahl
angeben, die bereits in der 8. Ordnung der 1. Periode liegt.

(nach F. Miiller: ,Im Anfang war die Zahl“, Biichergilde Gutenberg 1954, S. 24f)
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Volumens nimmt die Kugel im Wiirfel ein?, ,,In welcher Beziehung stehen Kreis und um-
schriebenes Quadrat?*

Noch stundenlang kreisten meine Gedanken bei diesen Fragen. Anderntags brachte ich hau-
fenweise Material in die Sitzung: Kugeln, Kegel, Wiirfel, Kristalle, Waage, ... Der Diskurs
wurde lebhaft fortgesetzt. Im Artikel: ,,Kern und Schale runder Dinge* von Martin Wagen-
schein (Wagenschein 1965, S. 67-74) werden die Formeln zur Berechnung von Volumen und
Oberfliche von Korpern auf vielfiltige Art und Weise veranschaulicht. Der Autor schreibt
dazu: ,,Wenn wir in dieser Weise die Formel in ihrem anschaulichen Gehalt erfassen, sind wir
der Mathematik néher, als wenn wir sie nur merken und praktisch benutzen. Und doch sind
unsere Betrachtungen noch nicht wahre Mathematik! Sie sind ja nur ein Anschauen von
Ergebnissen. Erst wenn aus dem Ansehen ein Einsehen wird, und aus dem An-schauen ein
Durch-schauen, wenn wir forschen und verstehen, warum die Kugel zwei Drittel ihres
Zylinders fassen muss - erst dann denken wir mathematisch. Darauf haben wir in diesem
Aufsatz verzichtet, denn das ist ein weites Feld.” So wurde ich motiviert, in dieses weite Feld
vorzudringen und genauer der Herkunft und Herleitung dieser Formeln nachzugehen. Bald
zeigte sich, wie eng der Ubergang vom Eckigen zum Runden, vom Quadrat zum Kreis und
vom Wiirfel zur Kugel mit der Person von Archimedes von Syrakus verkniipft ist.

Im weiteren wurde mir klar, dass ich den Bogen vom Wiirfel bis zur Kugel spannen wollte,
um eine Einheit zu erhalten, auch wenn den Schiilerinnen und Schiilern im 9. Schuljahr die
Berechnung der einfachsten geradlinig begrenzten Korper bekannt sein sollte. So entwickelte
sich ein eher langes Lehrstiick von gut 20 Lektionen Umfang, in dem bei der Durchfiihrung
gezielt Schwerpunkte zu setzen sind.

3.2 Struktur des Lehrsticks

Im kurzen Uberblick sieht die Struktur folgendermassen aus. Je nach Klasse lasse ich
manchmal allerdings den Auftakt weg und steige direkt in den ersten Akt mit der Exposition
des Lehrstiicks.

Auftakt:
In der ,,Sandrechnung‘ begegnen wir der Denkweise und Genialitdt von Archimedes.

I. Akt: Exposition des Lehrstiicks: Wurfel, Kugel und Verwandte
Aus Ton erschaffen wir uns die Familie der Korper, lernen ihre Namen und
gegenseitige Verwandtschaft kennen und strukturieren den weiteren Verlauf des
Lehrstiicks.

1. Akt: Im Eckenland: Vom Warfel zu Quader, Prisma und Pyramide
Wir beschiftigen uns mit den Korpern des Eckenlandes und ihren gegenseitigen
Beziehungen.

I11. Akt: Der Kreis in der Ebene als Steg tber die Kluft
Die Anndherung des Runden durch das Gerade, des Kreises durch Vielecke fiihrt uns
mit Archimedes zur Zahl ©t, dem Schliissel fiir die runden Korper.

IV. Akt: Im Rundland: Uber Zylinder und Kegel zur Kugel
Dank der gewonnenen Zahl © lernen wir die Koérper im Rundland verstehen und
staunen iiber die einfachen Zahlverhéltnisse zwischen ihnen.

Abschluss: Ruckblick und Schlussbetrachtungen
Eine Zusammenfassung der Erkenntnisse, Analogien und offene Fragen bilden den
wiirdigen Abschluss des von Archimedes gepriagten Lehrstiicks.
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Im ausfiihrlicheren Lehrstiickgrundriss erfahren wir mehr liber das Lehrstiick, wie es an-
schliessend ausfiihrlich in der Durchfiihrung beschrieben wird.

Auftakt: In der ,,Sandrechnung® begegnen wir erstmals Archimedes, wie er beweist, dass es
nicht unendlich viele Sandkérner am Meer gibt, indem er den ganzen damaligen Kosmos als
endliche Kugel auffasst und den bisherigen Zahlbereich weit {iber alles irdisch Vorstellbare
erweitert. Er schmettert uns aber nicht nur hinaus in den weiten Kosmos, sondern bleibt auf
dem Boden, wo er mit den Hidnden praktisch und dem Kopf theoretisch Hervorragendes
leistet.

I. Akt: Der erste Akt dient der Exposition des Stiicks. Aus Ton entstehen in unseren Hénden
als einfachste Korper rasch die Kugel und der Wurfel, gegensitzliche Pole von Hand und
Kopf, von Praxis und Theorie, von Natur und Geist. Es entstehen weitere einfache Korper wie
Quader, Prisma, Pyramide, Kegel, Zylinder, . . . Gemadss ihrer gegenseitigen Verwandtschaft
ordnen wir diese Korper auf dem Tisch an. Dabei ergibt sich ein Weg vom Wiirfel zur Kugel
und damit die Struktur fiir den weiteren Verlauf des Lehrstiicks. Dieser entspricht in etwa
dem historischen Prozess zur Bestimmung von Oberfliche und Volumen dieser Korper.

Il. Akt: Vorerst beschranken wir uns auf das Eckenland. Vieles ist im 9./10. Schuljahr
bereits bekannt. Wir rekapitulieren, begriinden, schaffen Analogien zur Ebene, geniessen die
Phinomene, begriinden anhand der Tonmodelle, ohne allzusehr in die Tiefe zu gehen.
Allenfalls ldsst sich zeigen, wie Euklid das Volumen der Pyramide von innen durch Spate, das
sind ,,schiefgedriickte Quader*, ausschopft. So sind bald alle (wieder) vertraut mit Volumen
und Oberflache von Wiirfel, Quader, Spat, Prisma und Pyramide.

I1l. Akt: Es folgt ein grosses Zwischenspiel: 7, der Steg Uber die Kluft. Es erweist sich
vorteilhaft, den Ubergang zum ,,Runden® in der Ebene durchzufiihren. Wir entwickeln dabei
gemiss Archimedes eine Rekursionsformel, d.h. eine Formel, bei der die berechnete Grosse
gleich wieder als Ausgangsgrosse flir den nédchsten Rechenschritt eingesetzt wird. Diese
Formel erlaubt uns, Umfang und Fliache des Kreises beliebig genau von innen und spiter von
aussen anzundhern. Dies ist das Prinzip der Intervallschachtelung, das hier optisch sichtbar
wird. Der Taschenrechner ist uns eine grosse Hilfe und wir ahnen nur, wie aufwendig die
Berechnungen damals gewesen sein miissen. Es zeigt sich, dass die Verhéltnisse Umfang zu
Durchmesser und Kreisfliche zu quadriertem Radius gleich gross sind; eine Grosse, die wir
heute als m (Abkiirzung fiir peripheria) kennen. Ein kurzer historischer Exkurs von der Bibel
(mit © ~ 3) bis zur Neuzeit (von « sind tiber 2 Milliarden Stellen bekannt, unendlich viele
Stellen werden uns fiir immer verborgen bleiben!) ist angezeigt. Heute wissen wir auch, dass
sich diese universelle Konstante m sowohl der klassischen Konstruktion wie auch der voll-
staindigen Berechnung letztlich entzieht, d. h. sie musste auf empirischem Wege angendhert
werden! Zusétzlich machen wir Bekanntschaft mit dem Lebenswerk von Archimedes und den
Legenden iiber ihn. Da er seine Erkenntnisse iiber Zylinder und Kugel am hochsten einstuft,
werden wir neugierig auf den nichsten Akt.

IV. Akt: Wir lernen die Korper im Rundland kennen. Die Formeln fiir Zylinder und Kegel
ergeben sich leicht aus dem bisher erarbeiteten. Fiir den Weiterverlauf lohnt es sich, bei
Archimedes einfache Sitze nachzulesen, wie er schreibt, formuliert und begriindet. Statt eine
Zahl m und Gleichungen zu verwenden, muss er die Erkenntnisse durch Flachen- und
Volumenvergleiche ausdriicken. Einen Hohepunkt in seinem mathematischen Schaffen bildet
seine Herleitung von Kugelvolumen und Kugeloberfldache, ausfiihrlich beschrieben in seiner
Schrift: »Uber Kugel und Zylinder«. In einem ersten Schritt verbindet er Praxis und Theorie
auf geniale Weise und leitet unter Zuhilfenahme des von ihm entdeckten Hebelgesetzes das
Kugelvolumen her. Damit begniigt er sich nicht, sondern liefert hinterher einen nicht minder
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genialen Beweis fiir Oberfliche und Volumen der Kugel. Als Quintessenz resultiert der von
ithm gefundene sehr einfache und schone Satz: ,,.Der Zylinder, der die gleiche Grundfldche
besitzt wie einer der grossten Kreise einer Kugel und dessen Hohe gleich dem Durchmesser
der Kugel ist, ist sowohl seinem Inhalt als auch seiner Oberfliche nach eineinhalb mal so
gross wie die Kugel.” Jetzt wird einsichtig, warum er sich Kugel und Zylinder auf dem
Grabstein verewigt wiinschte!

Abschluss: Die Nachbetrachtung wird zum verdienten Schlussgenuss, zum Symposium zu
Ehren von Archimedes. Wir fassen die Erkenntnisse zusammen, vergleichen Zylinder, Kugel
und Kegel, betrachten den Vollmond nach Wagenschein, staunen nochmals iiber die
Analogien zwischen den Formeln in der Ebene und im Raum. Wir wiirdigen seine geniale
Verbindung von praktischer und theoretischer Schaffenskraft, welche bis in heutige Zeit seine
Auswirkungen hat. Da sowohl die Inschrift als auch die Darstellung von Kugel und Zylinder
auf dem Grabstein bis heute ein Rétsel geblieben sind, gestalten wir Grabsteine zu Ehren von
Archimedes.

Das ganze Lehrstiick ist mit rund 20 Lektionen eher lang. Ein Block von 3 bis 4 Lektionen fiir
die Eroffnung ist von grossem Vorteil. Der Ablauf, welcher sich uns dort im sokratischen
Gesprach aufdringt, ist gleichzeitig auch der historische. Die Denkwege werden skizziert,
dann begehbar und befahrbar, die Formeln fiir Oberflache und Volumen der Kdrper nehmen
Gestalt an, werden vertraut. Aus der Fiille des Materials miissen allerdings exemplarisch
Schwerpunkte gesetzt werden. Je nach Vorkenntnissen und Interessen der Schiilerinnen und
Schiiler liegen diese Schwerpunkte wieder anders. So wird das Lehrstiick trotz vorliegender
Grobstruktur bei jeder Durchfiihrung auch fiir die Lehrperson zur erneuten Herausforderung.

Die Inszenierung des Lehrstiicks benotigt etwa 20 Lektionen oder die Zeit von 15 Stunden,
die sich folgendermassen auf die Akte verteilen:

Auftakt I. Akt II. Akt III. Akt IV. Akt Abschluss
/4 Stunden Wiirfel Kugel | Im Eckenland T Im Rundland /2 Stunden
und ..
Verwandte DzrieS;Zgulfltber
1 % Stunden
2 Y Stunden
5 Stunden 5 Stunden

3.3 Unterrichtsverlauf: 15 Stunden (in der Tertia)

Zum ersten Mal in seiner ganzen Lénge habe ich das Lehrstiick vor den Sommerferien 1996
am Wirtschaftsgymnasium Bern-Neufeld durchgefiihrt. Ein halbes Jahr spiter erhielt ich die
Gelegenheit, mein Lehrstiick an der Ecole d” Humanité mit einer Gruppe von Jugendlichen
am Anfang des 10. Schuljahres zu inszenieren. Bis heute habe ich dieses Lehrstiick mehrfach
am Gymnasium Bern-Neufeld in Normalklassen mit rund 20 Schiilern und Schiilerinnen am
Ende des 9. Schuljahres, wo es seinen idealen Platz findet, unterrichtet (vgl. Tabelle 3, S. 19).
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Von Mal zu Mal hat sich das Lehrstiick verandert und weiter entwickelt, Andere Schwer-
punkte wurden wichtig. Die groben Ziige sind aber geblieben. Als Hauptgrundlage fiir meine
Beschreibung wihle ich die Durchfiihrung vom 18. bis 30. November 1996 an der Ecole
d’Humanité in Goldern-Hasliberg, weil ich damals meine ganze Zeit dem Lehrstiick widmen
und so den Verlauf gut dokumentieren konnte. Allerdings stand mir nur eine kleine Schiiler-
gruppe zur Verfliigung. Auf die Erfahrungen und Weiterentwicklungen des Lehrstiicks am
Gymnasium Bern-Neufeld werde ich zwischendurch und am Schluss hinweisen.

Fiir die Inszenierung des Lehrstiicks an der Ecole d’Humanité in Goldern-Hasliberg standen
etwa 15 Stunden oder umgerechnet 20 Lektionen (a 45 Minuten) zur Verfiigung, die sich wie

oben dargestellt auf die Akte verteilten.

Der zeitliche Ablauf iiber die zwei Wochen présentiert sich folgendermassen:

Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag Samstag
Auftakt Anndherung F |
I. Akt: Prisma und an 1 in Al’(l)::f erllr Polyederaufgaben
Wiirfel, Kugel Pyramide Babylon und aherung besprechen
X von 1t
und Verwandte Agypten
1. Akt:
Exposition des Der Kreis in der
Lehrstiicks Ebene. 7, was ist
das?
1. Akt:
Im Eckenland
Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag Samstag
Rekursion zur V. Akt: - Heuristisch zum Berechnung des
Sitze iiber Kugelvolumens. Abschluss
sh Im Rundland: Kugelvolumen. .
Annidherung . Kegel nach Zusammenhange. und
Zylinder und . Berechnung der . ; .
Archimedes . Archimedes Abschied
von 1t Kugel Kugeloberfléche.
Grab.
Intervall-
schachtelung
fiir n. Histor.
Uberblick

Fiir mich verbinden sich an der Ecole d’Humanité zwei Seiten: Im Rahmen meiner TZI-
Ausbildung (themenzentrierte Interaktion nach Ruth C. Cohn) lernte ich 1984 die Ecole, eini-
ge ihrer Lehrer und deren Unterrichtsstil kennen. Im Friihjahr 1996 besuchte ich die Wagen-
scheintagung, die in den Rédumlichkeiten der Ecole stattfand, dort wo der Nachlass von Martin
Wagenschein betreut wird. Bei dieser Gelegenheit kniipfte ich diejenigen Kontakte, die mir
dazu verhalfen, ein halbes Jahr spiter dort zu unterrichten.

Wihrend vierzehn Tagen im November versuche ich also im Erdgeschoss des Wagenschein-
hauses diese beiden Seiten, TZI und Wagenscheindidaktik, moglichst optimal zu verbinden.
Fiir mein Lehrstiick ,,Vom Wiirfel zur Kugel* ist mir eine Gruppe von 6 Schiilerinnen und
Schiilern aus dem 10. Schuljahr angesagt. Es ist ein Mathematikkurs, der in der ersten Mor-
gensequenz von 75 Minuten Lénge, d.h. tdglich von 08.10 bis 09.25 Uhr stattfindet. Fiir zwei
Wochen darf ich diesen Kurs flihren, wobei wir am ersten Tag sogar die zwei folgenden, je
knapp stlindigen Sequenzen bis zum Mittagessen anhingen diirfen.

123



Am Vorabend besuche ich den zugeteilten Unterrichtsraum: er misst gute fiinf auf fiinf Meter
und ist ausgeriistet mit Tischen und Stiihlen. Hinten und auf der einen Seite gibt es je eine
grosse Fensterfront mit viel Lichteinfall, vorn und auf der andern Seite befinden sich
Wandtafeln. Dort stelle ich zwei gleich hohe Tische mit kleinem Zwischenraum bereit und
klebe darauf schrig eine Bahn Packpapier. Auf drei Seiten stehen je zwei bis drei Stiihle. Am
frithen Montagmorgen warte ich im Unterrichtszimmer gespannt auf die Jugendlichen. Es
erscheinen nur gerade vier von ihnen: Anna, Muriel, Christof und Silvan. Felix ist momentan
krank und Sandor absolviert diese Woche auswirts eine Schnupperlehre. Das sind offenbar
die Realititen.

Auftakt

In einer lockeren ersten Runde mit dem Thema ,,Wer bin ich und warum bin ich hier in
diesem Kurs?“, habe ich die Moglichkeit, etwas iiber mein Hiersein zu erzdhlen und erfahre,
dass die Anwesenden lebendig und motiviert sind. Muriel und Christof beginnen vielleicht
eine Lehre, Anna und Silvan streben die Matura an. Von Anfang an spiire ich viel Wohl-
wollen und Offenheit.

Didaktische Anmerkungen: Als ginstig hat es sich in Bern erwiesen, bereits zu diesem Zeit-
punkt nach Archimedes zu fragen. Kaum jemand hat mehr als den Namen gehért. Um in die
Zeit der mathematischen Auseinandersetzung mit den Korpern einzufuhren und erste
Bekanntschaft mit Archimedes und dem Ort seines Wirkens zu vermitteln, erzahle ich die
Geschichte der Sandrechnung, entstanden im Gesprach von Konig Gelon mit Archimedes am
Sandstrand von Syrakus. Der ganze damalige Kosmos erscheint vor uns als Kugel, gefiillt mit
Sandkornern, deren Anzahl Archimedes abschatzte, indem er den Zahlbereich weit tiber das
damals Gewohnte hinaus erweiterte. Dass sich Archimedes nicht nur mit astronomischen
Dimensionen befasste, sondern auch mit handfesten irdischen Problemen, wird im Folgenden
klar.

I. Akt: Exposition des Lehrstticks: Wurfel, Kugel und Verwandte

Herumgesprochen hat sich bereits, dass es beim Lehrstiick um Korper geht. Die Tischanord-
nung weckt Neugier. Ich verteile Tonklumpen zum Kneten und leite damit iiber in den ersten
Akt, der uns Uberblick und Handlungsweg des Lehrstiicks zeigen soll. ,,Welches ist der am
einfachsten zu formende Korper? Einigkeit herrscht, es ist die Kugel, die da und dort bereits
in der Hand liegt. ,,Gibt es ein Gegenteil der Kugel?* Diese Frage verwirrt, regt an. ,,Etwas
Kantiges®, ,,Nichts Rundes®, ,,Das Loch im Emmentaler” — ,,Welcher K&rper ist vom rechne-
rischen Standpunkt aus am besten bekannt?** — ,,Der Wiirfel — Die Kugeln klatschen auf den
Tisch, nach und nach entstehen wiirfeldhnliche Gebilde. Es scheint bedeutend schwieriger zu
sein, einen schonen Wiirfel zu formen als eine gelungene Kugel. Kugel und Wiirfel liegen auf
dem Tisch, zwei Pole, zwei Gegensitze. Die Kugel primér Produkt von praktischer Intelli-
genz, Handintelligenz, Ausdruck der Real-Entwicklung. Der Wiirfel primédr Produkt der
Kopfintelligenz, entstanden aus dem geistigen Entwicklungsprozess. ,,Durch welche Eigen-
schaften ldsst sich der Unterschied zwischen Kugel und Wiirfel charakterisieren? — , Rund,
weich, gleichmaéssig, ausgeglichen, weiblich, miitterlich, ... die Kugel; eckig, kantig, hart,
unausgeglichen, aggressiv, médnnlich, véterlich ... der Wiirfel.“ Christof ergédnzt im gleichen
Atemzug, dass ihm die Kugel ndher stehe.
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,,Gehort einer der Korper eher
in die rechte, einer eher in die
linke Hand?*“. Zwei Spontan-
meldungen legen die Kugel in
die linke, den Wiirfel in die
rechte Hand. Anna: , Die Ku-
gel ist leichter zu halten in der
Hand; die geschicktere rechte
Hand brauche ich fiir den
Wiirfel.* Interessant ist der
Hinweis auf die Hirnhilften:
die linke Hirnhélfte steuert die
rationalen, analytischen Pro-
zesse und ist verbunden mit
der rechten Korperseite; die
rechte Hirnhélfte mit ganzheit-
lichem, synthetischem Denken
korrespondiert zur linken Kor-
perseite. ,,Wir haben jetzt die
zwei Pole, Kugel und Wiirfel,
Mutter und Vater. Welche
Kinder und Verwandten gibt
es?* — Nach und nach entste-
hen Zylinder, Quader, Prisma,
Tetraeder, Pyramide, Spat, Ke-
gel, Oktaeder, Doppeltet-
e _ % ) raeder. (,,Ist das auch ein He-
xaeder?”). ,,Was bedeutet ,,Tetra-eder — Das Tetrapack 1st kaum mehr bekannt, was ein
Tetraplegiker ist, weiss auch niemand. Mit der Zunahme der Kdorper beginnen gleichzeitig
erste Begriffskldrungen.

,»In welcher Beziehung stehen die Korper zueinander? Wie ldsst sich diese Beziehung durch
ithre Position ausdriicken?* Die Korper werden angeordnet, wieder verschoben, lange herrscht
Unzufriedenheit. Schliesslich werden das Spitze bei Pyramide und Kegel sowie das Runde als
etwas Besonderes erkannt und in der Anordnung ausgedriickt. Insbesondere trennt jetzt der
Graben zwischen den beiden Tischen die Korper mit runden Elementen von den andern. Die
Begriffe ,,Eckenland* und ,,Rundland* werden fiir die verschiedenen Bereiche gewihlt. Der
Ubergang vom Eckigen zum Runden wird mit dem Kreis und mit 7t zu tun haben. Damit erge-
ben sich der Titel ,,Vom Wiirfel zur Kugel“ und die weitere Struktur fiir das Lehrstiick.

I. Akt: Exposition des Lehrstiicks; Wiirfel, Kugel und Verwandte.

II. Akt: Im Eckenland: Vom Wiirfel zu Quader, Prisma und Pyramide
II1. Akt: Der Kreis in der Ebene als Steg tiber die Kluft

IV.Akt: Im Rundland: Uber Zylinder und Kegel zur Kugel

Alle sind wir erstaunt, dass die erste Sequenz schon zu Ende ist.

Didaktische Anmerkungen: Der Einstieg mit Ton ist sehr beliebt und hat sich bewahrt. Das
Formen und Greifen unterstiitzt das Begreifen. Jederzeit spater besteht die Mdglichkeit,
darauf zuriickzugreifen, zu schneiden oder umzuformen, den Prozess zu veranschaulichen und
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den Standort zu bestimmen. Als Resultat der Umformungen werden ja Formeln stehen,
Kurzschriften die den geistigen Prozess beinhalten. Ab und zu entsteht noch ein zweiter
Denkweg mit der Idee, vom Wirfel wegzuschneiden, bis die Inkugel lbrig bleibt. Verfolgen
wir diesen Weg, so stossen wir bei der Berechnung sehr rasch auf grésste Schwierigkeiten.
Mit dem Hinweis auf die historische Entwicklung propagiere ich den oben skizzierten Weg.

In einer grossen Gruppe sind immer einige Schillerinnen oder Schiiler, die lieber in einem
ausseren Kreis sitzen und sich nicht die Hande schmutzig machen, sich aber jederzeit in die
Diskussion einschalten kénnen. Hilfreich ist es fir alle, wenn 2 bis 3 Schuler sich dem
Protokollieren des Dialogs widmen.

Ein Kernanliegen lasst sich kurz und bindig formulieren, es ist das Suchen nach einer
Antwort auf die Frage: ,,In welcher Beziehung stehen Kreis und umbeschriebenes Quadrat,
beziehungsweise Kugel und umbeschriebener Wiirfel?*

Zum Gliick diirfen wir nach der verdienten halbstliindigen Pause eine zweite Sequenz
anhidngen. Das Festhalten des Erlebten und Diskutierten dréngt sich auf. Ich verteile Mépp-
chen, in denen wir die Notizen und Arbeitsblitter zusammenfassen.

Nach kurzer Repetition des Wichtigsten dauert es eine halbe Stunde, bis alle notiert haben.
Fragen nach Namen tauchen auf: ,,Was ist ein Kegel, ein Prisma?*“. Die Schnelleren sind
bereits daran, sich mit den verschiedenen Korpernamen auseinanderzusetzen, die ich wohl-
weislich auf einem Blatt zusammengestellt bereithalte. Wieder im Plenum tauchen wir
nochmals ins Griechische: Hexa-, Tetra-, Okta-, Penta-, Poly- ..., -gon, -eder.

Platons Theorie der Ideen sowie die platonischen Korper, die von frither bekannt sind, werden
kurz ins Zentrum geriickt. In der Natur finden wir hidufig kugelférmige Gebilde. ,,Ist der Wiir-
fel nur eine Erfindung unseres Kopfes?*“ Leider habe ich kein wiirfelformiges Mineral zur
Hand. — Nur allzu rasch ertont der Gong mit seinem angenehmen Klang.

1. Akt: Im Eckenland: Vom Wrfel zu Quader, Prisma und Pyramide

In der dritten Stunde wollen wir uns den Berechnungen im Eckenland widmen. Da ich im
Stiick die Schwerpunkte in den von Archimedes geleisteten Bereichen legen will und die
meisten Korper des Eckenlandes bereits behandelt sind, gehe ich hier nicht allzu sehr ins
Detail, bleibe bei der Anschauung. Die Berechnung von Wiirfel, Quader, Spat und Prisma
sind bekannt und konnen leicht rekapituliert und begriindet werden. Die Pyramide ist schon
anspruchsvoller. Silvan erinnert sich: ,,Wird die Spitze einer quadratischen Pyramide senk-
recht iiber eine Ecke ,rlibergezogen’, so ergibt sich ein Drittel eines Wiirfels.* Der berechtigte
Einwand folgt auf dem Fuss: ,,Dies ist bestenfalls moglich, wenn die Hohe gleich gross ist
wie die Grundkante.” Und Silvan weiter: ,,Der Wiirfel kann in drei kongruente Pyramiden
zerlegt werden. ,,Das geht nicht!“, ist die spontane Reaktion der andern. Ich reiche Silvan
einen Lehmwiirfel und das
Messer. Auf Anhieb will ihm
die Teilung nicht gelingen.
Inzwischen habe ich drei
Wiirfel an die Tafel gezeichnet.
»Wer kann eine derartige
Pyramide zeichnen?* Nach und
nach werden alle drei skizziert
und aufgrund dieser Ansicht
aus dem Ton ausgeschnitten.
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Bemaingelt wird, dass damit erst ein Spe-
zialfall geklart ist. Da von ,,Spitze ver-
schieben® und ,,Schnittflaichen® die Rede
ist, will ich ausholen und wir zeigen,
dass die Schnittflichen bei zwei Tetra-
edern mit kongruenter Grundfliche und
gleicher Hohe kongruent sind. Ohne
allzu lange Diskussion wird — unter
Vorwegnahme der Archimedischen Idee,
ganz diinne Scheiben zu schneiden —
gefolgert, dass zwei Tetraeder mit eotnso ¢lzc!
gleicher Grundfliche und gleicher Hohe
volumengleich sind, wie das Euklid, allerdings auf ganz andere Art, bewiesen hat. Um den
allgemeinen Fall zu erhalten, bitte ich die Schiiler, in ein vorgegebenes Prisma drei
Pyramiden einzuzeichnen, so dass je zwei von ihnen gleiche Grundfldche und gleiche zuge-
horige Hohe besitzen. Da der Auftrag unklar scheint und die Zeit fortgeschritten ist, zeichne
ich an der Tafel eine erste Pyramide, genauer ein Tetraeder, ein.

Mit dieser Hilfe erscheinen dann die andern beiden Pyramiden rasch an der Tafel und konnen
gerade noch auf das vorbereitete Blatt iibertragen werden. Die gleichen Grundflichen G mit
den zugehdrigen Hohen h lassen sich leicht finden. Da sich beim Prisma das Volumen wie bei
Quader und Spat berechnet als Grundfliche G mal Hohe h und sich das Prisma in drei
volumengleiche Tetraeder zerlegen ldsst, folgt Vr= G +-h/3 fiir das Tetraedervolumen Vr .
Bereits ist die letzte Stunde unseres Vormittags vorbei, ohne dass wir die wesentlichen Er-
kenntnisse notiert hétten. Als Auftrag auf den folgenden Tag bitte ich die Schiilerinnen, einige
Korper aus ihrer Umgebung mitzubringen.

Die Sitzung vom Dienstag soll nochmals ganz dem Eckenland gewidmet sein. Ausser mir hat
niemand Korper mitgebracht und so verzichte ich darauf, meine bei den Tonkdrpern als
Ergéinzung hinzulegen. Wir gehen den Prozess des Vortages nochmals durch und formulieren
zwei Sitze:

— ,,Zwei Tetraeder mit gleicher Grundflache und gleicher Hohe sind volumengleich.*
— ,,Das Volumen des Tetraeders berechnet sich als Grundfliche mal Héhe durch drei.*

Analoge Sitze kennen wir fiir Dreiecke in der Ebene:

— ,,Zwei Dreiecke mit gleicher Grundseite und gleicher Hohe sind flachengleich.*
— ,,Die Flache des Dreiecks berechnet sich als Grundseite mal Hohe durch zwei.*

ANA Y 4

Wie konnen wir jetzt das Volumen Vp einer beliebigen Pyramide erhalten? Wie fiir den allge-
meinen Fall des Prismas ldsst sich die Grundfliche jeder beliebigen Pyramide in Dreiecke
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zerlegen. So ergibt sich die Verallgemeinerung sehr schon. Der Prozess kann damit individu-
ell nochmals durchdacht und anschliessend schriftlich festgehalten werden. In der Zwischen-
zeit notiere ich an der Tafel vier Aufgaben liber Korper im Wiirfel:

1. Berechne Oberflache und Volu-
men einer der drei kongruenten |
Pyramiden des Wiirfels.

2. Berechne Oberfliache und Vol-
umen des regelméssigen Tetra-
eders, dessen Kanten Diagona-
len von Seitenflachen des Wiir-
fels sind.

3. Berechne Oberfliche und Volu-
men des regelméssigen Oktae- o
ders, das entsteht, indem die Chacy wcu- AGheAc e -
Mittelpunkte benachbarter Sei- e i i
tenflachen verbunden werden.

4. Berechne Oberflache und Volu-
men des Kuboktaeders, das ent-
steht durch Verbindung der Mittelpunkte benachbarter Seitenkanten des Wiirfels.

el G;,__*; L

Bereits bei der ersten Aufgabe merke ich, dass die einzelnen Miihe haben, selbstindig
vorzugehen und dann auch noch algebraisch richtig umzuformen. So 16sen wir gemeinsam.
Anna ist am spontansten, wagt sich vor und 16st mit Hilfe der andern. Wenn nur die Algebra
nicht wére! Von einem Wiirfel hat sie am Vortag schon vier Pyramiden abgeschnitten, was ihr
jetzt hilft, das Volumen des zweiten Korpers, des reguliren Tetraeders, zu bestimmen. Weiter
kommen wir nicht, da die Stunde bereits um ist. Als Aufgabe auf morgen schlage ich die
Berechnung der Oberfliche des Tetraeders vor. Mehr ist offenbar nicht mdglich.

Am Mittwoch findet wegen einer Konferenz eine verkiirzte Sitzung statt. Silvan und Muriel
haben auf heute gemeinsam versucht, die Oberfliche des Tetraeders im Wiirfel mit Kanten-
lange a zu bestimmen und haben dabei etwas mit Wurzel aus 7/4 bekommen. Das miissen wir
uns ansehen. Wir repetieren den Flicheninhalt Fy = 3 -s%/4 des gleichseitigen Dreiecks mit
Seite s und ersetzen s durch a-2, da dies gleichzeitig Diagonale der Seitenflichen des
Wiirfels ist. So erhalten wir fiir die Oberfliche O = 4-F, = 2 -4/3 -a°>. ,,Ein schénes Resultat®,
findet Anna. Fiir die weiteren Ubungen {iberlasse ich kopierte Blitter samt Losungen. Bis
Samstag sei es moglich, sich damit zu befassen, wird mir versichert. Auf Wunsch von Muriel
stellen wir noch gemeinsam an der Tafel die bisherigen Formeln zusammen.

Didaktische Anmerkungen: Fir die Uberlegungen im Eckenland wollte ich nicht sehr viel
Zeit investieren, die wesentlichen Ideen lieber von der Anschauung her unterstutzen. Da die
Schnittflachen bei den Pyramiden erwahnt wurden, ging ich darauf ein. Wenn schon, hétte ich
lieber historisch korrekt den Beweis des Euklid (vgl. Elemente Buch XI1, 88 3-5) mit dem Aus-
schopfen der Pyramiden durch Spate diskutiert. Laufend zeigt sich, wie wichtig algebraische
Umformungen und der sichere Umgang mit Wurzeln sind. Leider scheitern viele Schilerinnen
und Schiler immer wieder daran, kénnen die guten Ideen nicht umsetzen. Ins Zentrum stelle
ich wo moglich Analogien und Zusammenhange, sowie sich wiederholende Denkwege. Der
Prozess wird vertrauter und tibersichtlicher, weniger Wissen ist nétig, um das Wesentliche zu
verstehen. Damit haben wir genligend Vertrautheit mit den Polyedern, den Korpern im
Eckenland, erreicht; wir kennen die wichtigsten Namen und Zusammenhéange, kénnen Volu-
mina und Oberflachen einfachster Korper berechnen.

128



I11. Akt: Der Kreis in der Ebene als Steg tber die Kluft

Somit sind wir bereit, mit dem 3. Akt einen Schritt in Richtung Rundland zu wagen. Um ans
Runde zu kommen, erweist es sich als notwendig, aus dem Raum in die Ebene hinunter zu
steigen, und den Ubergang vom Geraden zum Runden vorerst im Zweidimensionalen zu
studieren. Da m ,,bekannt ist, beginnen wir mit der Bedeutung von . Silvan: ,,m macht alles
rund.” Christof: ,,7 ist eine Zahl ohne Ende.” Muriel: ,,Genau, sie rechnen das immer wieder
mal aus, eine ganze Zeitung voll.“ — Ich: ,,Und wozu brauchen wir n?* Christof: ,,Um Kreise,
runde Formen zu berechnen. Man muss es eingeben in den Rechner, dann spuckt er eine Zahl
aus ... 3.14 und so. — Das ist dann der ungefdhre Flacheninhalt.“ Ich: ,Ja, aber ... Christof:
,.Es hat etwas mit Viereck, mit Quadrat und einem Kreis zu tun, der alle Seiten schneidet ...
irgend so etwas.“ Ich: ,,Was fiir eine Figur soll ich zeichnen?* Christof: ,,Zeichne ein
Quadrat, dann einen Kreis, der alle Seiten beriihrt.“ Anna kommentiert: ,,Den Inkreis.” Ich
zeichne an der Tafel ein Quadrat mit einbeschriebenem Kreis. Ich: ,,Und was hat das mit 7w zu
tun?* Christof: ,,Weiss ich nicht mehr so genau, irgend etwas.” Ich: ,,m, hast Du gesagt, ist
eine Zahl 3.14 und so.” Ich notiere an die Tafel: == 3.14...

/ Anna ganz aufgeregt: ,,Ich weiss etwas. Der Durchmesser

\ des Kreises ist ja gleich gross wie diese Seiten des Quad-
Quadrat kann man jetzt vier Quadrate setzen mit halb-
langen Seiten.” Ich zeichne eine neue Figur. Anna: ,,Und
im Kreis drin haben jetzt vier Kreise mit halbem Radius

rats und der Radius ist eine halbe Seite. — In ein solches
Platz, natiirlich nicht vollstindig, aber vom Fldcheninhalt
her. — Vier von denen, logischerweise.” Ich: ,,Was heisst
da ,logischerweise’?* Anna: ,,Weil es ja auch vier Vier-
ecke hat. Es hat ja vier Quadrate im Quadrat und also
auch vier Kreise im Kreis. — Ich denke, das hat nichts

\\ damit zu tun.* Damit verabschiedet Anna ihren Ansatz.

Christof bezieht sich wieder auf die erste Figur: ,,Nun ist es so; das Viereck dort oben hat
3.14... mal im Kreis drin Platz.” Muriel fiir einmal spontan: ,,Ja, ja, genau. Das Viereck ist ja
grosser als der Kreis.* Christof wiederholt seine Aussage; er ist offenbar seiner Sache sicher.
Ich: ,,Welche Formel driickt das aus?* Muriel: ,,m mal Radius im Quadrat. Das ist die Flache
vom Kreis.“ Ich notiere: F = 11, ,Das wire mal eine Interpretation dieser Formel. — Habt Thr
n sonst noch gebraucht?* Christof: ,,Ja, fiir den Umfang. — Der Umfang betrigt n. Umfang
gleich Durchmesser mal r.“ Ich: ,,Koénnen wir das auch illustrieren?** Christof: ,,Der Umfang
des kleinen Quadrétleins hat 3.14 mal auf dem Umfang des Kreises Platz.“ — Ich wiederhole
fragend: ,,Der Umfang dieses kleinen Quadritleins?* Christof ist verwirrt: ,,Ja, ja, — nein, das
kann nicht sein. — Der Durchmesser ist ja gleich wie die Seitenldnge des grossen Quadrats. —
Der Umfang ist 3.14 mal der Durchmesser; das heisst, der Durchmesser hat 3.14 mal auf dem
Umfang des Kreises Platz.“ — Ich frage: ,,Ist es nicht erstaunlich, dass ein gut Dreifaches des
Durchmessers den Kreisumfang und ein gut Dreifaches des Quadrats iiber dem Radius die
Kreisflache ergibt? Und das soll genau dasselbe Vielfache sein?* — Muriel: ,,Beide Mal das-
selbe; beide Male derselbe Rest.* Christof: ,,Zufall!* Anna: ,,Eines der Gesetze, die wir nicht
verstehen.” Ich: ,,Lasst uns sehen, ob wir das verstehen kdnnen. — Angenommen, obige bei-
den Formeln sind richtig, so bedeutet das, wenn wir beide Formeln nach © aufldsen:

n=F/r und n=U/2r ,worausfolgt F/r* = U/2r

Wir haben einen direkten Zusammenhang zwischen Kreisumfang und Kreisflache erhal-
ten. Zur Verdeutlichung multiplizieren wir mit r* und kiirzen mit r.

N
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F= (*U)/2r=Ur1)/2

,»Woran erinnert Euch dieser Ausdruck F = (U-r)/2?7* — ,,Ach ja, an die Formel fiir eine Drei-
ecksflidche: (g-h)/2.“ ,,Was fiir ein Dreieck ergibt das?* Wir zeichnen das rechtwinklige Drei-
eck mit den Katheten r und U. Archimedes, der nicht unseren heutigen Formalismus zur Ver-
fligung hatte, formulierte diesen Zusammenhang im folgenden Satz: ,,Jeder Kreis ist gleich
einem rechtwinkligen Dreieck, in welchem die eine Seite beim rechten Winkel gleich dem
Radius und die andere gleich dem Umfang ist.“ Durch Abrollen eines Zylinders knnen wir
die Lange U ,,erzeugen‘ und das Dreieck zeichnen.

U..

Der geniale Leonardo da Vinci (1452 bis 1519 ) schlug vor, einen geraden Kreiszylinder mit
Radius r und Hohe /2 in der Ebene einmal abzurollen. Der entstehende schmale rechteckige
Teppich hat dieselbe Fliche wie der Kreis. Denselben Flacheninhalt erhalten wir auch, wenn
wir vom geraden Zylinder mit Hohe 2r - wir werden diesem Zylinder spiter wieder begeg-
nen - ein Viertel des Mantels abrollen.

Natiirlich entspricht dieses Abrollen keiner Konstruktion im klassischen, euklidischen Sinne,
die nur Zirkel und Lineal zuldsst. Die Quadratur des Kreises, d. h. die Verwandlung der
Kreisfliche in eine Quadratfliche, ist damit nicht geldst. Ich: ,,Wir
wollen sehen, ob die oben erwihnte Formel einleuchtend ist. Wie
wiirdet Thr versuchen, die Kreisfliche zu bestimmen, wenn Euch ©
nicht bekannt wére? Langes Nachdenken. Anna wagt sich wieder
einmal vor, kommt an die Tafel, zeichnet einen Kreis: ,,Wir
konnten ja kleine Stiicke machen, die alle fast Dreiecke sind.“ Sie
zeichnet kleine Schnitze. ,,Vielleicht Winkel von 10°. — Schon
vermute ich, dass sie die Trigonometrie zu Hilfe nehmen will. —
Aber nein, sie unterteilt weiter, bis Muriel interveniert: ,, Wir wis-
sen schon, wie Du es meinst.“ Anna: ,,Und so konnen wir die FI4-
che berechnen.” — ,,Wie?* Nach einigem Hin und Her steht dann
eine Formel an der Tafel: F, = (g-h)/2 - n fiir die Fldche des n-Ecks. Ich frage nach: ,,Ist das
die Kreisfliche? Anna: ,Nein, aber jetzt machen wir die Stiicke immer kleiner.“ Christof
voreilig: ,,Alles strebt gegen Null.“ — ,,Wirklich?** — Schliesslich wird er préziser: ,,h strebt
gegen r, g strebt gegen 0 und n strebt gegen unendlich.” Und jetzt? Die Frage nach dem
Produkt g - n erhellt den Rest. Dies ist der Vielecksumfang und dieser strebt gegen den Kreis-
umfang. Und wenn wir die Einteilung immer feiner machen, so strebt auch die Flache des
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Vielecks beliebig nahe gegen die Kreisflache, ist praktisch nicht mehr von ihr zu unterschei-
den. Wir diirfen demzufolge schreiben F = (U - r)/2. Silvan erkennt sofort, dass dies ja obige
Formel ist und zeigt auch, dass wir den Weg zuriick iiberlegen konnen und damit die vorher
postulierte Proportion erhalten.

F = (U-r)/2 Division durch r* fiihrt auf F/r* = U/2r = U/d.

Somit haben wir eingesehen, warum bei der Umfangberechnung und bei der Kreisberechnung
derselbe Faktor, er wird mit © bezeichnet, vorkommen muss. Eine der erstaunlichsten
Erkenntnisse der Mathematik tiberhaupt.

F=nr’ und U= md.

Am Donnerstag erscheint erstmals auch Felix, der krank war. Wir nutzen die Gelegenheit,
um zu rekapitulieren, die wichtigsten Zusammenhénge und Erkenntnisse hervorzuheben und
zu notieren. So bleibt etwa noch eine halbe Stunde fiir die Anndherung an diese
Grosse m. Wir sitzen wieder am grossen Tisch und ich lese einen Text vor: ,,Und er machte
das gegossene Meer (gemeint ist eine grosse, runde Schale, die fiir die Waschungen der
Priester bestimmt war) zehn Ellen weit von einem Rande bis zum andern, ringsum rund und
fiinf Ellen hoch; und eine Schnur von dreissig Ellen Lange konnte es rings umspannen.* Dass
der Satz aus der Bibel stammit, ist allen klar. Die Vermutungen gehen von der Genesis bis zu
den Korintherbriefen. Der Text, entstanden rund 1000 vor Chr., steht im alten Testament
(Konige I, 7;23) und beschreibt die Ausgestaltung des Tempels Salomos. Es wird klar, dass
hier von einem Verhiltnis U/d gleich 3 die Rede ist. Eine nicht eben gute Anndherung. Als
nichstes will ich Niherungen der Agypter erwihnen. Zu diesem Zweck giesse ich auf ein

oo inpmrmmmeimmeiispntesit - Kuchenblech feinen Sand, ein Laptop
der Antike. Erstaunen zeigt sich auf
den Gesichtern. Wir wissen, dass Ar-
chimedes viele seiner Erkenntnisse
anhand von Zeichnungen in der A-
sche bei der Feuerstelle und im Sand
auf einem Brett oder am Strand ge-
wonnen hat. Dem rémischen Legio-
nir soll er zugerufen haben: ,Noli
turbare circulos meos* (vielleicht
sagte er es auf griechisch?) — ,,Zer-
store mir meine Kreise nicht” — , be-
vor er im Alter von 75 Jahren bei der
Eroberung von Syrakus durch die
Romer erstochen wurde.

Ich zeichne einen Kreis und umschliessend ein Quadrat, das
ich in 9 gleiche Teilquadrate unterteile. Die Diagonalen in
den Eckquadraten erzeugen ein Achteck, dessen Fliache Fg die
Kreisfliche anndhert. Wir finden:

Fs = 7-(d3)? = 28/9-1* = 3.111...1°

Jetzt bitte ich die Schiilergruppe, den einfachen Zusammen-

hang aufzuschreiben. Eigentlich mochte ich die Sandschrift \ /
l6schen, aber die Schiiler und Schiilerinnen protestieren, sie
konnten es sonst nicht notieren. (Meine heimliche Frage:
Haben sie wirklich begriffen, was wir gemacht haben?)
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Im Papyrus Rhind (500 v. Chr.), dem iltesten Rechenbuch der Welt, ist sogar noch eine
Verbesserung zu (16/9)* vorgenommen worden. ,,Verkiirze den Durchmesser des Kreises um
1/9 seiner Lange und errichte iiber der so verkiirzten Strecke das Quadrat.* Eine mdgliche
Erklarung dazu verteile ich auf einem Blatt zum Studieren. Soviel fiir heute.

Uber Nacht auf Freitag habe ich einen sehr schonen, fast wiirfelformigen Pyritkristall ausge-
lichen und bringe ihn mit. Der Kristall 16st Staunen aus. Ob dieser wirklich echt sei? Ob er
abgeschnitten sei? Wie so ein Ding liberhaupt wachsen konne? Zwar wird festgestellt, dass
gegeniiber liegende Kanten nicht genau parallel und nicht alle Kanten genau gleich lang sind,
aber die Bewunderung bleibt. Es gibt offenbar in der Natur wiirfelformige Gebilde. Anna
besitzt eine Pyritsonne und schildert eindriicklich, wie diese aussieht.

Zum heutigen Thema: Wie konnen wir © noch besser bestimmen? Die Anndherung von innen
durch Vielecke und die Verfeinerung durch Verdoppelung der Eckenzahl, das wurde ja schon
vor zwei Tagen von Anna erkldrt. Aber wie kdnnen wir dieses Verfahren durchfiihren? Ich
erlautere den mithsamen Weg, den Archimedes gehen musste; wie er mit langen Bruch-
rechnungen die Seite s;, des regelmédssigen Zwolfecks aus der Sechseckseite sg, dann daraus
s24, die Seite des 24-Ecks usw. bis zum 96-Eck angendhert hat. Mit damals bekannten
mathematischen Sédtzen und unseren heutigen Mitteln der Algebra und der Wurzelschreib-
weise konnen wir ein Verfahren finden, mit dem sich formelmassig die Seitenldnge s,, des2n-
Ecks aus der Seitenldnge s, des n-Ecks ausdriicken lédsst. Ein kurzer Arbeitsauftrag soll der
Gruppe den Weg zur Formel weisen. Mit viel Zeit und etwas Hilfe gelingt es. Zudem ergeben
sich Formeln fiir den Umfang U, des einbeschriebenen regelmissigen n-Ecks und die Fliche
F», des dem Kreis einbeschriebenen regelméssigen 2n-Ecks.

Der Auftrag: Verwende zweimal den Satz von
Pythagoras und eliminiere die Grosse x!

S Wir erhalten:
2n

h 32n=\/2-m

U, =n-s, Fop=n-s,/2

Auch wer diese Formel nicht im Detail herleiten mag, kann ihre Bedeutung verstehen lernen
und die Folgerungen geniessen. Im Kreis mit Radius r = 1 zeichnen wir das regelmaéssige 6-
Eck, bestehend aus 6 gleichseitigen Dreiecken, also ist s = 1. Das wiederholte Einsetzen in
die hergeleitete Formel ist nochmals eine gute Algebraiibung. (Noch schoner werden die
Wurzelausdriicke, wenn wir vom regelméssigen Viereck mit Seitenldnge s4 = 2 ausgehen.)

S¢ — 1

S — VZ'\/§

Sy = \2- 2+\/§

S = \/2-\/2+\/2+\/2+\/§
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Und wie berechnen sich diese Wurzelausdriicke? Mit vielen Klammern? Natiirlich wollen alle
auch gleich den kompliziertesten Ausdruck berechnen. Von innen beginnen, eine geniale
Idee! Bis zum Schluss der Stunde haben wir dank dem Speicher des Taschenrechners doch
einige Umféange und Flachen berechnet.

Se =1 U6 = 6

s;2 = 0.517638 Ui, = 6.21166 Fi, = 3.00000
Sy = 0.261052 U24 = 6.26525 F24 = 3.10583
s4s = 0.130806 Uss = 6.27869 Fss = 3.13263
so¢ = 0.065438 Uy = 6.28206 Fo¢ = 3.13935

Archimedes hat mit den einfachen Mitteln, die damals zur Verfiigung standen, ebenfalls bis
zum 96-Eck gerechnet und gefunden:

3+10/71 < m.

Durch das Morgensingen am Samstag wird die ndchste Sitzung stark verkiirzt. Wir bendtigen
die ganze Zeit zur Besprechung der Polyeder—Aufgaben (siche folgende Seite).

Bereits ist Montag, die zweite Woche beginnt. Draussen liegt Schnee. Es ist Schnee, der die
Herzen und Kopfe fiillt und blockiert. Entsprechend sind keine Aufgaben erledigt. Sandor, der
sechste Schiiler kreuzt auf. Er ist begeistert {iber seine Schnupperlehre als Werkzeug-
mechaniker und tiber seine Lehrstelle, die er sich dabei gesichert hat. Da am Wochenende alle
im Freien waren, frage ich nach: ,,Habt Thr gestern den Mond gesehen?“ Es war soeben
Vollmond. — Anna: ,,Ja, er hatte einen grossen Hof.* — Christof: ,,Das Spiegelbild der Sonne.*
— ,,Wenn Thr den Mond anschaut: erblickt Thr eher eine Kugel oder eine Scheibe?* — , Eine
Scheibe.” — ,,Obwohl Thr wisst, dass der Mond eine Kugel ist. Wie viel grosser ist die
beleuchtete Kugelfliche als die von uns wahrgenommene Scheibenfldche?* — Christof: ,,Das
n-fache.” — Anna: ,,Das kann nicht sein, das 1.5-fache der Kreisflache?* — ,,Das n/2-fache?* —
Ich: ,,Das konnte wohl sein. Wir werden die Losung noch diese Woche kennen lernen.*

Wir sitzen um einen Tisch herum, bespannt mit Packpapier. Darauf skizzieren wir — insbe-
sondere fiir Sandor — kurz den bisherigen Verlauf zur Anndherung an . ,,Konnte Archimedes
wissen, wie gut seine Anndherung 3+10/71 war?“ Dass die von uns oben mit dem
Flacheninhalt des 96-Ecks berechnete Zahl kleiner als = ist, leuchtet allen ein. Ebenso, dass
wir entsprechende Uberlegungen mit einer Anniiherung von aussen anstellen kénnen, um eine
Abschdtzung nach oben zu bekommen. Also werden wir uns heute nochmals ganz der
Bestimmung von © widmen. — Wir sitzen um den langen Tisch mit den Packpapiernotizen,
zeichnen jetzt bei einem Kreis zum einbeschriebenen auch das umbeschriebene n-Eck.
Ahnlichkeit fillt sofort auf. Sie hilft uns, die Seite t, des umbeschriebenen n-Ecks durch die
Seite s, des einbeschriebenen n-Ecks auszudriicken. Wir entwickeln diese Beziehung und
ebenso die Formeln fiir Fliche A, und Umfang V, des umbeschriebenen Vielecks gemeinsam
auf dem Packpapier. Auffallend ist die nahe Verwandtschaft dieser Formeln, die wir wieder
finden in den Formeln fiir die Kreisberechnung. Individuell wird jetzt das Gewonnene notiert
und anschliessend in einer Tabelle zahlenméssig umgesetzt. Verschiedene Werte iibernehmen
wir von frither.
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Losung der Polyeder-Aufgaben 2 bis 4
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- | 5, =MD :MC=1:\1-s2/4
N t,:8, = : =1l:41-5]

UMFANG FLACHE

umbeschriebenes n-Eck | V,=n-t, | Ay=n-t,/2

einbeschriebenes n-Eck | U,=n-s, | Fon=n-s,/2

Kreis U=2'x F=n
n SH tn Fn An
1 1.154701 3.464102
12 1 0.517638 0.535856 3 3.215390

24 10.261052  0.263305  3.105829  3.159660
48 | 0.130806  0.131087  3.132629  3.146086
96 |0.065438  0.065473  3.139350  3.142715

Lange dauert es, bis allen klar ist, wie t, und die Flichen berechnet werden. Ich verteile ein
Blatt, auf dem die Daten bis zum 196608-Eck notiert sind. Die Stunde ist vorbei, harziger als
sonst. Der draussen liegende Schnee ist wichtiger. Und doch: Auf Wunsch der Schiilerinnen
und Schiiler halten wir heute vor dem Mittagessen noch eine Stunde.

Ich werde vorschlagen, frontal zu arbeiten, Ubersicht zu verschaffen, das Erarbeitete zu
ordnen und auszuwerten. Das Packpapier ist an die seitliche Wandtafel geklebt. Mehrere Blét-
ter, die ich fiir die Stunde brauchen werde, liegen auf dem Tisch. Christof féllt die Nédherung
355/113 aus China auf. ,,Wie gut ist diese Naherung?* Er schaut auf dem Taschenrechner und
staunt. Anna sitzt seitlich auf der vordersten Bank und ist ebenfalls in das Blatt vertieft.
Neugier und Interesse sind offenbar.

In Bildern zeige ich die Anndherung des Kreises durch das 6-Eck, das 12-Eck, das 24-Eck
und das 48-Eck, welches schon fast nicht mehr vom Kreis unterschieden werden kann.

Wir halten fest:

1. Fe¢ < Fi» < Fou < Fug
As > Ap > Ay > Ag

Fe Fi2 Fos  Fag A Ay A As
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Der Fldchenunterschied A, — F, wird mit wachsendem n immer kleiner, strebt gegen null,
was anschaulich sofort klar ist. Ebenso konnte der Kreisumfang von innen und von aussen
angendhert werden.

Ich erldutere das Prinzip der Intervallschachtelung, wahrend gleichzeitig ein Schachte-
lungsmodell mit Wiirfeln die Runde macht. Bekannte Beispiele sind die russischen Babusch-
kas, das Feilschen um einen guten Preis und das Verhandeln um einen Vertrag, auch wenn
dies keine unendlichen Prozesse sind, es mag manchmal noch so danach aussehen. Christof:
,,Ist da noch etwas drin am Schluss?* — Muriel: ,,Nichts.“ — Silvan: ,, Doch, =!*“ — Ich: ,,Wird
die Kreisfliche m je von einem F, {iberschritten?* — ,Nein.“ — ,,Wird sie je von einem A,
unterschritten?* — | Nein.“ — ,,Wird sie jemals von einem F, oder A, erreicht? — , Nein. Also
muss die Zahl 7t noch drin liegen.* — Muriel: ,,Ist 7 in der Mitte der Intervalle?* — Felix, ganz
klar: ,,Nein, das Mittel miisste immer gleich sein.“ Er verweist auf mein Blatt, auf dem ich
nebst den Flidchen auch die Flachendifferenz und die Flichenmittel angegeben habe.

2. Archimedes kannte die Wurzeldarstellung und Wurzelberechnung in unserem Sinne nicht.
Er musste mit einer schwerfilligen griechischen Buchstabenschreibweise fiir die Zahlen und
miithsamen Anndherungen der Wurzeln durch rationale Zahlen arbeiten. So kam er anhand der
halben Umfdnge der 96-Ecke auf die Werte 3 10/71 < <3 10/70 = 22/7. Wesentlich und
ganz neu war die Erkenntnis von Archimedes, dass dieses Verhdltnis Umfang zu
Durchmesser, U:d, nur angendhert mit Zahlen zu fassen ist und deshalb zwischen zwei
Grenzen eingeschlossen werden muss. Dies tat er dann auch mit sehr guten Werten. Die
Grosse 22/7 wurde iiber Jahrhunderte in der Praxis benutzt und spater Archimedische Zahl
genannt. Berechnen wir mit dem Taschenrechner die halben Umfinge des einbeschriebenen
bzw. umbeschriebenen 96-Ecks und vergleichen wir mit den Angaben von Archimedes, so
staunen wir liber die geringen Abweichungen. Wie viele Prozent weicht der Wert 22/7 vom
effektiven Wert fiir © ab? Vergleichen kdonnen wir nur mit dem Taschenrechnerwert, was fiir
unseren Zweck allerdings keinen Unterschied macht. Nach ldngeren Diskussionen iiber Pro-
zente und Promille stellen wir fest, dass der untere Wert 0.24 Promille kleiner und der obere
0.40 Promille grosser ist als m. Der untere Wert ist also genauer; der obere, einfachere und
handlichere, hat sich in der Praxis aber durchgesetzt. ,,Ob wohl bekannt war, dass der untere
Wert genauer ist?* — ,,Nannte Archimedes diese Zahl auch ©?* — ,Nein, erst seit Euler ist dies
iiblich.“ — ,,Aber es sind doch Texte von Archimedes bekannt.“ — Dieser argumentiert
geometrisch, vergleicht Flachen oder Streckenlidngen: ,,Der Umfang eines jeden Kreises ist
dreimal so gross wie der Durchmesser und noch etwas grosser, nimlich um weniger als 1/7
des Durchmessers, aber um mehr als 10/71.“ Das Verfahren von Archimedes weist auch einen
Weg, wie man 1 konstruktiv anndhern kann. Wie spéter bewiesen wurde, ist m aber nicht mit
Lineal und Zirkel konstruierbar.

Ich weise auf die drei alten griechischen Konstruktionsprobleme hin:

— die Quadratur des Zirkels, d.h. die konstruktive Verwandlung eines Kreises in ein Quadrat
(mit gleicher Flache),

— die Verdoppelung des Wiirfels und

— die Dreiteilung eines vorgegebenen Winkels.

Die Mathematiker haben inzwischen bewiesen, dass diese Probleme konstruktiv nicht 16sbar
sind. Trotzdem will mir morgen Christof einen Losungsvorschlag bringen. Im Gegenzug wer-
de ich die Papierstreifenkonstruktion von Archimedes zur Dreiteilung des Winkels présentie-
ren und begriinden lassen.
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Es folgt noch ein Streitgesprach iiber Konstruierbarkeit, Annédherung und Genauigkeit.

»Die dritte Wurzel aus 2 konnen wir doch berechnen und dann auf dem Lineal abtragen.* —
,Diese Zahl ldsst sich aber nicht konstruieren. Die Quadratwurzel aus 2 z.B. ldsst sich kon-
struieren mit dem Satz des Pythagoras® — ,,Aber das wird nicht genauer als die berechnete
Zahl.“ — ,Es geht nicht um Genauigkeit, sondern um die Moglichkeit der Konstruktion mit
Zirkel und Lineal.” . . .

3. Ich weise nochmals auf die Rekursion und ihre grosse Bedeutung im Zusammenhang mit
dem Computer hin. Ebenso auf Berechnungen von m durch Reihenentwicklungen. Wir
beginnen mit der Seitenldnge s¢ des einbeschriebenen Sechsecks als Startwert, d.h. n = 6.
Eingesetzt in die Formel erhalten wir s;», die Seite des 12-Ecks. Diesen Wert nehmen wir als
neuen Eingabewert, also n = 12, und es resultiert s,4, die Seite des 24-Ecks, usw... Geeignete
Rechenhilfsmittel vorausgesetzt 14sst sich dieser Prozess beliebig fortsetzen.

Meine Zusammenstellung {iber
die Anndherung der Menschheit
an dieses Verhiltnis von Umfang
: zu Durchmesser bzw. von Fldche
sm = N2-J4- 8} zu r* von den biblischen Anfin-
gen bis zu Archimedes, liber die
Einfiihrung der Bezeichnung =
vor gut 250 Jahren und die Be-
rechnung von iiber einer Billion
Stellen (Stand Dezember 2002) heute weckt grosses Interesse. Ob ich ein Buch mit den ersten
1°000'000'000'000 Stellen von w hitte. Ich bezeichne das als Papierverschwendung. Felix:
»Dem Rechner kannst Du unendlich viele Stellen einpflanzen.” — ,,???* — Felix: ,,Aber man
kann schon recht viele, wenn man einen Gigabyte-Speicher hat, da hat man schon fast
unendlich viele Stellen.” Gegen Schluss der Stunde hore ich den Ruf nach Aufschreiben,
Verdauen, Musse.

Didaktische Anmerkungen: Diese Gleichheit der Verhaltnisse Umfang zu Durchmesser mit
Flache zu Radiusquadrat ist wohl eines der Phdnomene, die uns vorerst staunen lassen, uner-
klarlich erscheinen mdgen, zum Verweilen auffordern. Das Verhaltnis Umfang zu Durchmes-
ser ist nicht durch ein Verhaltnis ganzer Zahlen anzugeben, sondern grundséatzlich nur durch
einen Naherungsprozess bestimmbar. Damit war es erst einem Genie wie Archimedes, der die
exakte Argumentation des Theoretikers mit der Offenheit des Praktikers verband, mdglich,
sich dieser Grésse zu nahern. Er zeigt Methoden, mit denen wir dies sowohl konstruktiv als
auch zahlenmissig beliebig genau tun konnen. Unsere neuzeitlichen algebraischen und
elektronischen Mittel erlauben zusatzlich theoretische und praktische Kenntnisse Uber diese
universelle Konstante 7.
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n-Eck
N
3
6
12
24
48
96
192
384
768
1536
3072
6144

Numerische Zusammenstellung

Approximation des Kreises durch

Flache innen
Fy
1.2990381057
2.5980762114
3.0000000000
3.1058285412
3.1326286133
3.1393502030
3.1410319509
3.1414524723
3.1415576079
3.1415838921
3.1415904632
3.1415921060

Flache aussen
A,
5.1961524227
3.4641016151
3.2153903092
3.1596599421
3.1460862151
3.1427145996
3.1418730500
3.1416627471
3.1416101766
3.1415970343
3.1415937488
3.1415929274

n = 3.1415926535...

regelmaissige Vielecke,
ausgehend vom gleichseitigen Dreieck

Differenz
Ay-Fy
3.8971143170
0.8660254038
0.2153903092
0.0538314009
0.0134576019
0.0033643966
0.0008410991
0.0002102748
0.0000525687
0.0000131422
0.0000032856
0.0000008214

Mittelwert
(A, +F,)/2
3.2475952642
3.0310889132
3.1076951546
3.1327442417
3.1393574142
3.1410324013
3.1414525004
3.1415576097
3.1415838923
3.1415904632
3.1415921060
3.1415925167
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Zeit
1500 BC

500 BC
250 BC

470 AC
650 AC
1600 AC

1676 AC

1736 AC

1761 AC
1882 AC

1948 AC
2002 AC

Die Zahl © im Laufe der Zeit
n=U/d=F/r"=3.14159 26535 89793 23846 ...

T Genauigkeit
Babylonier
Bibel (AT, Konig Salomo) 3 (- 4.5%)
Babylonier spater 25/8 =3.125 (- 0.5%)
Agypten (Papyrus Rhind) (16/9)* = 3.1605 (+0.6%)
Archimedes 3+10/71 < <3+10/70 =22/7 (- 0.02%)
(—Archimedische Zahl; 22/7 iiber
Jahrhunderte im Abendland verwendet! ) (+0.04%)
China 355/113 (+0.000008%")
Brahmagupta (Indien) V10 (+0.7%)

Ludolf van Ceulen (1540 - 1610) berechnet &t
auf 35 richtige Stellen! (—Ludolfsche Zahl )

Gregory und Leibniz :
Gleichung n/4 =1 - 13+ 1/5- 17+ 1/9 -+ ..
(langsam: ca. 1 Million Summanden fiir 6 richtige Dezimalen!)

Leonhard Euler (1707 - 1783) benutzt in seinem
Hauptwerk = fiir U/d nach dem griechischen
Wort fiir Umfang peri métros.

Lambert (1728 - 1777) beweist, dass r irrational ist.

Lindemann (1852 - 1932) beweist, dass &
transzendent, also nicht algebraisch ist.
Damit ist die Quadratur des Zirkels nicht moglich!

vor Computereinsatz: 808 Stellen von 1t bekannt.

Eine Forschergruppe der Universitdt Tokio hat inzwischen mit

Computerunterstiitzung iiber eine Billion Stellen errechnet.
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IV. Akt: Im Rundland: Uber Zylinder und Kegel zur Kugel

Noch am Abend stelle ich drei Bianke zu einem Hufeisen zusammen, um den Dienstag in
einer anderen Struktur zu starten. Der Mathematiklehrer des Kurses besucht uns, sitzt als
Zuschauer hinten in der Ecke. ,,Was steht an fiir heute? Christof hat seine nobelpreis-
verddchtige Dreiteilung des Winkels im Safe seines Zimmers vergessen; also verzichte ich im
Moment darauf, auf die »Papierstreifenkonstruktion« von Archimedes einzugehen. Silvan
wiinscht eine Zusammenstellung aller bisherigen Formeln. Ich bitte ihn, die bereits erarbeitete
gemeinsame Liste zuhanden aller zu vervollstindigen. Wir beschliessen, erste Schritte ins
Rundland zu wagen und uns Zeit zum Verdauen und Aufschreiben zu nehmen. Von den
Tischen nebenan hole ich Zylinder und Kegel, stelle sie in die Mitte und rege an zum
Nachdenken iiber Volumen und Oberfliche dieser Korper. Vorerst jeder still fiir sich. — Nach
kurzer Zeit schauen mich einige an, signalisieren ihre Bereitschaft.

,Mit welchem Korper beginnt Thr?* — Christof: ,,Mit dem Zylinder, dieser ist gleich aufgebaut
wie das Prisma, also haben wir die gleiche Formel: Das Volumen berechnet sich als
Grundflache mal Hohe.“ ,,Wére Archimedes damit zufrieden gewesen?* — Felix: ,,Er hitte
vielleicht einen quadratischen Quader rundherum gebaut, dann parallel zur Hohe die Kanten
weg geschnitten zum regelmissigen Achteck, usw. ... So kénnen wir beliebig nahe an den
Zylinder ran kommen, wie wir wollen.” Dass wir von aussen und von innen so den Zylinder
einschachteln konnen, leuchtet ein. Mit der Grundflache wird gleichzeitig auch das Volumen
eingeschachtelt und es gilt:

V,=Gh=mnr’h

Wickeln wir den Mantel von einbeschriebenem und umschriebenem Prisma ab, so erhalten
wir eine Einschachtelung fiir den Zylindermantel M,.

8 - sg =Ugsg < U=2nr < 8 - tg = Vg

h'Ug < Mz=h-2nr < th

Also gilt fiir den Mantel: M; = Uoh = 2nrh
und fir die Oberfliche: O, 2G+ M, =2nrnt? +2xnrh = 2nr (r+h)

,und wie steht es mit dem Kegel?* Felix: ,,Das Volumen berechnet sich wie bei der
Pyramide.*
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Christof: ,,Der Kegel ldsst sich durch eine 6-eckige Pyramide
anndhern, durch Verdoppelung der Eckenzahl kommen wir
beliebig nahe ans Volumen.“ — Wieder kénnen wir die An-
niherung von aussen und von innen durchfiihren und erhalten
somit fiir das Kegelvolumen Vk = (Gh)/3 = (rr*h)/3.

Und wie bestimmen wir den Kegelmantel Mg? Hier ist die —~— L 7
Einschachtelung wieder vergessen. Christoph zeichnet an der Umfang U
Tafel eine Sektorflache als Abwicklung des Kegels. ,,Es gibt = Bogenb

einen Zentriwinkel.* Christof will sagen, wenn wir den Zentri-

winkel o kennen, dann konnen wir die Sektorflaiche berech-

nen. Anna: ,,Wenn wir den Kreisbogen kennen, kann man die

Flache berechnen.” — Ich: ,Kennen wir den Bogen b?“ — D
Anna: ,,Ja, das ist 2nr, der Umfang U des Grundkreises beim

Kegel.“ — ,,Und jetzt?* — Es dauert lange, bis die Proportiona-

litdt zwischen Winkeln im Zentrum, zugehorigen Flichen und

entsprechenden Bogen erkannt wird. Fiir einige Schiiler ein

AHA-Erlebnis!

Doch dann folgert Felix Schlag auf Schlag.
a:360° = Mg:F,=b:U =2nr:2ns =r:s
Dabei ist F, die ganze Flache des Kreises mit Radius s, also F, = s,

Es folgt fiir den Kegelmantel: Mg = (r:s)-Fo = (r:s)- ns°=m r s

und fiir die Kegeloberfliche: Ok = G+Mg = mr” + nrs = nr(r+5)

Wie einfach doch im Raum diese Formeln fiir Zylinder und Kegel sind! Ist der Ubergang vom
Geraden zum Gekriimmten mit © gelungen, so herrschen wieder einfachste Gesetzméssigkei-
ten!

Um an Friiheres anzukniipfen, zeige ich auf obige Figur, wo gilt: Umfang U = 2nr = Bogen b.
Aufgelost ergibt sich © = b/(2r). Die Sektorflache F,, oben dargestellt als Mantelfliche My,
wird zu Fs = Mg = nrs = [b/(2r)] - rs = (b-s)/2.

Die Formel erinnert uns an die Formel fiir die Flaiche des Dreiecks! Die Flache eines Kreis-
sektors mit Radius s und Bogen b ist gleich gross wie die Flache eines Dreiecks mit Grund-
linie b und Hohe s!

Es war ein konzentriertes, lebendiges und konstruktives Gesprich, das zeigte, dass die wich-
tigsten Ideen und Begriffe vorhanden sind. Die Schiilerinnen und Schiiler beginnen, das Erar-
beitete aufzuschreiben, ohne alles von mir nochmals zusammengestellt zu erhalten. Andern-
orts wiirde jetzt die Pausenglocke unterbrechen; hier verbleibt bis zum Ertonen des Gongs
noch eine gute halbe Stunde, um aufzuschreiben, zu verdauen und bisherigen oder allenfalls
einer neuen Fragestellung nachzugehen.

So zum Beispiel der folgenden Aufgabe:
Die kleine Pizza hat einen Durchmesser von 18 cm, die grosse von 26 cm. Um wie viel
Prozent grosser sind a) Umfang b) Fliche c¢) Volumen  der grossen Pizza?

Meine Pizzafragen wurden offenbar im Restaurant auch schon aufgeworfen.

So hat jedes noch zu tun, der Rest der Stunde vergeht im Nu. Dies war eine der besten
Sitzungen bisher. Was hat wohl dazu beigetragen: Der Besuch des Mathematiklehrers, die
andere Sitzordnung, das eher einfache Thema, das mildere Wetter, ... 7??
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Heute ist Mittwoch. Der Mathematiklehrer hat nochmals hinten Platz genommen. Einige der
Schiiler sind schon da, beschéftigen sich mit der ,,Pizza-Aufgabe“. Komisch, wenn sie da
sind, 1duft etwas, aber zuhause wird wenig gearbeitet. Es gibt einen fliessenden Anfang. Felix
kommt 10 Minuten verspitet, da er die Bahn verpasst hat. Ich erldutere kurz meine Intentio-
nen: die Pizza-Aufgabe kldren und Originalsdtze von Archimedes studieren, um zu erfahren,
wie er sich bildhaft mit Flachenvergleichen statt mit formalen Gleichungen ausdriickt. Nach
dem Bereinigen der Pizza-Aufgabe — der Umfang ist 44.4 % grosser; Fliche und Volumen
sind je um 108 % grdsser — lege ich drei Sdtze von Archimedes iiber Kegel und Kegelstumpfe
vor und lasse nachdenken.

1. ,,Der Mantel jedes geraden Kegels ist gleich der Fliche eines Kreises, dessen Radius die
mittlere Proportionale ist zwischen der Seitenlinie des Kegels und dem Radius des
Grundkreises.” (Bemerkung: x heisst mittlere Proportionale von a und b, wenn gilt: a : x
= x: b, d.h. x ist die Grosse in der Mitte dieser Proportionalitét.)

2. ,,Der Mantel eines geraden Kegels hat zum Grundkreise dasselbe Verhidltnis wie die
Seitenlinie zum Radius des Grundkreises.

3. ,,Wenn ein gerader Kegel durch eine zur Grundflache parallele Ebene geschnitten wird, so
ist das Stiick des Kegelmantels, das zwischen den parallelen Ebenen liegt, gleich der
Flache eines Kreises, dessen Radius die mittlere Proportionale ist zwischen dem Stiick der
Seitenlinie, das zwischen den parallelen Ebenen liegt und der Summe der Radien des
Grundkreises und des Schnittkreises.*

Die Sitze von Archimedes erzeugen Kopfweh. Christof will es aufgeben. Anna empfiehlt,
eine Zeichnung zu machen. Was ist die mittlere Proportionale? Endlich klért sich das Ganze,
steht der Satz in Form der einfachen Gleichung Mk = n r s an der Tafel. Und der Beweis, die
Herleitung? Das haben wir ja in der letzten Stunde herausgefunden! Heureka! Der zweite Satz
wird besser verstanden. Er ergibt sich fiir uns ,sofort’ algebraisch. Beim dritten Satz: noch
mehr Kopfweh! Endlich kommen die Zeichnungen, dann — nach langem auch die Formel!
Noch ldnger dauert es fiir die Herleitung dieser Formel. Fiir die individuelle Bearbeitung fehlt
die Energie, also bewilltigen wir es zusammen. Altes Wissen iiber Ahnlichkeit und Proportio-
nen kann dabei reaktiviert werden. Zum Notieren reicht die Zeit nicht mehr. Auch die Kugel
bleibt fiir morgen verspart.

Es ist Donnerstagmorgen, die Schiiler wirken miide. Ich verteile Tennisbélle und leite einige
Ubungen an fiir Hand- und Riickenmassage. Es ist allgemein wohltuend. Noch lange hétten
alle weiterfahren konnen. So, das war die Begegnung mit der Kugeloberfldche!

Bevor wir uns dieser widmen konnen, sollte aber das Gestrige notiert werden. Da sehr unter-
schiedlich Zeit gebraucht wird, lege ich — entgegen meiner urspriinglichen Absicht — zum
Experimentieren eine grosse indische Waage samt Halbkugel, Zylinder und drei Kegeln aus
Holz, alle mit gleichem Grundkreis und gleicher Hohe, auf einen Tisch. Trotz rascher Ermii-
dungserscheinungen in den Armen und dem Ruf nach einem Haken in der Decke finden die
Schiilerinnen rasch, dass zwei Kegel wohl gleich schwer sind wie die Halbkugel und dass drei
Kegel gleich schwer sind wie der Zylinder. Dass letzteres nach dem bisher Gefundenen klar
ist, wird bald entdeckt. Christof folgert: ,,Also ergeben vier Kegel eine Kugel.* — Damit ist er
zufrieden. Die Formel fiir das Kugelvolumen entsteht an der Tafel. ,,Dies war eine experimen-
telle Anndherung an die Kugel“, sage ich und setze hinter die Formel drei grosse Frage-
zeichen.
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Vo = g-n-ﬁ 229

Ob Archimedes dieses Experiment auch gemacht hat? In Konstantinopel wurde 1906 ein
Palimpsest entdeckt, d.h. ein beschriebenes Pergament, das Jahrhunderte spéter von der Tinte
gereinigt und iiberschrieben wurde, wobei der urspriingliche Text noch ganz schwach sichtbar
blieb. In diesem Text ist ein Brief des Archimedes an Erathostenes enthalten, in dem er seine
»Methode* beschreibt, dass er experimentelle und heuristische Wege nutzte, um auf Formeln
zu stossen, die er anschliessend aber streng bewies. Folgerichtig miisste jetzt eigentlich seine
geniale Untersuchung kommen, wie er Kugel, Kegel und Zylinder in diinnste Scheiben
schneidet und diese dann an einem Hebel anhéngt, um schliesslich mit dem Hebelgesetz auf
die Formel zu kommen. Es ist anzunehmen, dass Archimedes auch unseren einfachen Wige-
versuch durchgefiihrt hat. Da wir bereits eine experimentelle Hinleitung zum Kugelvolumen
gesehen haben, entscheide ich mich zu zeigen, wie Archimedes
mit strengen Uberlegungen die Kugeloberfliche Og herleitet. Die
Vorarbeiten haben wir mit den drei Sitzen gestern schon gelegt.
Der bevorstehende Weg ist sehr anspruchsvoll und darum gehe ich
voran: ,,Jch will Euch heute zu dieser Formel fiihren, wie ein
Bergfiihrer eine Gruppe in schwierigem Geldnde zum Gipfel fiihrt.
Archimedes hat als Erster diesen Weg beschritten. Thr miisst mir
vertrauen, dass ich Euch heil ans Ziel bringe. Fragt nicht bei jedem Schritt, warum gehen wir
jetzt hier- und nicht dorthin. Dies entbindet aber nicht von der Eigenverantwortung, Euch bei
jedem Schritt zu vergewissern, dass der neue Stand hélt, dass Thr dort sicher und gesichert
seid, nicht hingen bleibt oder gar abstiirzt.*

Ankniipfend an Euklids Erzeugung der Kugel durch Rotation eines Halbkreises und Archi-
medes’ Einschachtelung des Kreises durch regelméssige Vielecke ergibt sich das Vorgehen
(ausfiihrlich in Dunham 1996, S. 263-276; Meschkowski Bd. I 1984, S. 96-99). Ein mitge-
brachtes Drahtmodell liefert die Anschauung: die Hélfte eines regelméssigen Zwdlfecks wird
um eine Achse gedreht. Dabei entsteht ein Rotationskorper, bestehend aus zwei Kegelménteln
und einigen Kegelstumpfminteln. Die Formeln zur Berechnung der einzelnen Oberflédchen
kennen wir bereits. Daraus bestimmen wir die Oberflache Or des ganzen Rotationskdrpers.

Mantel des Kegels: Mg = msT
Mantel des Kegelstumpfs: Mgs = ms:(r] + 12)
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DIE HEURISTISCHE METHODE

Brief von Archimedes an Eratosthenes von Kyrene
(1906 entdeckt in Konstantinopel als Palimpsest.)

Archimedes berichtet in diesem Brief iiber ,.eine eigentiimliche Methode, . . .
um einige mathematische Fragen durch die Mechanik zu untersuchen*:

,und dies ist nach meiner Uberzeugung ebenso niitzlich, auch um die Lehr-
sitze selbst zu beweisen; denn manches, was mir vorher durch die Mechanik
klar geworden, wurde nachher bewiesen durch die Geometrie, weil die Be-
handlung durch jene
Methode noch nicht
durch Beweis begriin-
det war; es ist ndmlich
leichter, wenn man
durch diese Methode
vorher eine Vorstel-
lung von den Fragen

ewonnen hat, den

eweis  herzustellen
als ihn ohne eine vor-
laufige Vorstellung zu
erfinden. So wird man
auch an den bekann-
ten Lehrsdtzen, deren
Beweis Eudoxos zu-
erst efunden hat,
ndmlich von dem Ke-
gel und der Pyramide,

ass sie 1/3 sind, der
Ke(%el' des Zylinders
und die Pyramide des
Prismas, die dieselbe
Grundflache und glei-
che Hohe haben, dem
Demokritos einen
nicht geringen Anteil
zuerkennen, der zuerst
von dem erwédhnten
Korper den Ausspruch
getan hat ohne Be-
wels.
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Gemadss Zeichnung I bilden wir die Oberfldche Or des Rotationskorpers.
Or =m's:b+ ms: (b+c) + s (c+d) + ... + ws: (e+f) + wsf

=ms 2b+2c+...+2f)
Um diesen langen Klammerausdruck in den Griff zu bekommen,
hat Archimedes zusitzliche Linien eingezeichnet und folgendes
iiberlegt. In Zeichnung II sind alle Peripheriewinkel iiber Sehne s
gleich. Somit sind die schraffierten Dreiecke dhnlich und dhnlich
zum Dreieck ABG mit BG = x. Unter mehrfacher Bildung des
Verhiéltnisses s : x und Addition ergibt sich

ss(2b+2c+...+2f)=2-1rx,

was wir oben einsetzen konnen.
Es folgt Or = m2rx < w2r2r = 4'7‘['1‘2, da x < 2r. Mit
wachsender Eckenzahl strebt x gegen 2r. Gleichzeitig gilt, dass die
Oberflache Og jedes so einbeschriebenen Rotationskorpers kleiner
ist als die Kugeloberfliche Og. Intuitiv einen Grenzwert bildend,
schliessen die Schiilerinnen und Schiiler, dass damit
Oo=4-m-1.
Archimedes folgert weniger voreilig: Op ist nicht kleiner als
4 - - 1%, denn jeder kleinere Wert kann durch eine verbesserte Anniherung iibertroffen wer-
den. Durch Annédherung der Kugel von aussen folgert er entsprechend: Og ist nicht grosser
als 4 - v - r*. Erst aus diesen beiden Aussagen folgt fiir ihn: Op = 4 - 7 - r*.

Das scheint den Schiilern spitzfindig zu sein. Hauptsache, wir haben eine Formel gefunden.
Zur Wiirdigung des Resultats halte ich meine holzerne Halbkugel hoch, drehe sie einmal so,
einmal so und mochte an meine Ausgangsfrage anfangs der Woche erinnern. — Erst das Stich-
wort ,,Vollmond* weckt die Erinnerung. Damals wurde vermutet, die beleuchtete Halbkugel-
fliche betrage das m/2 fache der Scheibe. Jetzt wird klar, dass die beleuchtete Mondflache als
halbe Kugeloberfliche mit 2-w-r* gerade das Doppelte der Scheibenfliche mr* ausmacht. Wie
dies ja Wagenschein in ,,Zweierlei Wissen® so schon beschrieben, nur nicht hergeleitet hat.

Sogar meine heutige Herausforderung kann ich deponieren: Jedes erhélt eine in Goldpapier
eingewickelte Schokoladekugel. ,,Wie viel wiirde eine derartige Kugel aus Gold kosten? Die
experimentell gefundene Volumenformel diirft Thr ausnahmsweise benutzen.” — ,,Aber was ist
der Goldpreis?“ — ,,Was ist die Dichte von Gold?* Die Zahlen verrate ich nicht, merke aber,
dass die Schiilerinnen auf der richtigen Spur sind. Christoph verspricht wieder einmal eine
Losung. Wer hat wohl die Schoggikugel gegessen, bevor er deren Durchmesser bestimmt hat?
Beim Gedanken, morgen die Kugeln zu Beginn der Stunde wieder einzusammeln, muss ich
schmunzeln.

Bereits ist Freitag. Ich erkldre, dass ich heute stofflich moglichst abschliessen, d.h. insbeson-
dere das Volumen der Kugel klidren, Folgerungen ziehen, und einige Gedanken iiber Leben
und Werk von Archimedes anfiigen mdchte. So bleibt morgen Zeit fiir Riickblick und Aus-
wertung. Zum gemiitlichen Ausklang wollen wir uns am Abend in der Dorfbeiz treffen.

Erstaunlich, alle Kugeln sind noch vorhanden. Die Schiilerinnen und Schiiler haben sich
bemiiht, Dichte wie Preis gefunden und sie haben gerechnet. Ein verniinftiges Resultat liegt
allerdings nicht vor. Grund genug, das Problem zu kldren. Erstaunt sind alle, dass die Kugel
in Gold eine Masse von rund 200 g und einen Preis von ca. CHF 3000.- hat.

Ich erinnere und notiere die Formel fiir die Kugeloberfliche: Og= 4 - - 1.
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Archimedes hat das ja nicht als Gleichung geschrieben. Welchen Satz mag er notiert haben? —
Anna: ,,Die Oberfliche der Kugel ist das Vierfache des Kreises® oder wie es Archimedes
(1996, S. 114) ausdriickt: ,,Die Oberfliche der Kugel ist viermal so gross wie die Flache eines
threr grossten Kreise.” Martin Wagenschein formuliert und veranschaulicht dies im Abschnitt
,»Kern und Schale runder Dinge* (1965, S. 70f) folgendermassen:

T mal wiirde der Teppich die ,,Die vier Scheiben haben zusammen
Flache der Kugel bedecken.* dieselbe Fliache wie die Kugel.*

7-4-15)=0 = 4-7-12=4-(z 1)

Fiir das Kugelvolumen Vo wihle ich den Weg mit der Analogie zum Kreis. Dort haben wir
bereits die Kreisfliche ausgedriickt durch den Kreisumfang.

Wir wiederholen kurz die Anndherung an den Kreis. Ich wihle das umbeschriebene Vieleck
mit dem Vorteil, dass alle Hohen gleich dem Radius sind. Die Grundseiten der Dreiecke erge-
ben zusammen den Umfang des Vielecks, in der Verfeinerung nihert er sich immer mehr dem
Kreisumfang. Muriel zeigt im Heft, wo wir das diskutiert haben. Unterteilen wir die Kugel-
oberfliche zum Beispiel wie beim kugelférmigen Facettenauge einer Biene und denken wir
uns die keilformigen Einzelteile bis zum Mittelpunkt fortgesetzt, so entstehen ndherungsweise
Pyramiden und das Kugelvolumen ergibt sich angendhert als Summe all dieser Pyramiden,
deren Grundfldchen zusammengenommen die Kugeloberfldche bilden.

Die Kreisfliche Das Kugelvolumen

¢ U U V~G1r+ﬂ+ +Gnr
F~ pil = 2ol T ° % 73 3 3
2 2 2 . Ot
= E(G1+G2Jr +Gy) = 3
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Schliesslich haben wir diese Zusammenhénge als einfache Formeln an der Tafel. Einen Mo-
ment lang wiirdigen wir die beiden Formeln; einmal im Zweidimensionalen, einmal im Drei-
dimensionalen, analog zu Dreieck und Pyramide beziechungsweise Sektor und Kegel.

Wihrend Silvan und Christof damit zufrieden sind, setzt Felix sofort die Oberflaichenformel
ein und findet die Volumenformel.

Aus Vo = (Op 1)/ 3 und Oo=4-7c-r2 folgt Vo Zi-n-r3
3

Auch wenn dieses Vorgehen kein strenger Beweis ist, so finden wir doch bestdtigt, was wir
bereits unserem Wigeexperiment entnommen haben. Auch fiir das Volumen hat Archimedes
einen anspruchsvollen, dusserst genialen Beweis geliefert. Wir verzichten darauf an dieser
Stelle. (vgl. dazu Archimedes 1996, S. 107ft)

Ich zeichne eine Kugel und den umschliessenden Zylinder. Wie verhilt sich der Zylinder zur
Kugel? Christof weiss es bereits.

Von Archimedes folgt in Kurzfassung:

,.-Der Zylinder, der die gleiche Grundflache besitzt wie einer der grossten Kreise einer Kugel
und dessen Hohe gleich dem Durchmesser der Kugel ist, ist sowohl seinem Inhalt als auch
seiner Oberflache nach eineinhalb mal so gross wie die Kugel.*

Oder wie es Wagenschein (1965, S. 71) formuliert: ,,Zwei Drittel ihres Sdulenkafigs fasst die
Kugel, und ebenfalls zwei Drittel seiner Oberflache ist ihre Flache.**

V,: Vo= 2nr : hrar =3:2

Oz:0¢0 = 6nr’ i 4nr’ = 3:2

Ich ergéinze noch den Kegel mit gleichem @ Q é
L] L]
3 02 ¢ 1

Kreis und gleicher Hohe.

Felix sieht sofort, dass sich die Volumina
von Kugel zu Kegel wie 2 : 1 verhalten, da
sich Zylinder zu Kegel wie 3 : 1 und Zylin-
der zu Kugel wie 3 : 2 verhalten.

(Inzwischen bin ich stolzer Besitzer von drei
entsprechenden Trinkgldsern, mit denen sich
dieses Volumenverhéltnis sehr schon veran-
schaulichen lasst.)
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Abschluss: Nach- und Schlussbetrachtung

Damit sind wir unmerklich bei den Schlussbetrachtungen angelangt. Fiir Archimedes war sei-
ne Arbeit iiber diese Korper so wichtig, dass er sich Zylinder und Kugel auf seinem Grabmal
verewigt wiinschte. Warum nicht auch einen Kegel? Der Zusammenhang zwischen Kegel und
Zylinder war bereits Euklid bekannt. Die Leistung von Archimedes waren die Berechnung
von Volumen und Oberfldche der Kugel und der Vergleich mit dem Zylinder, der sich genial
in dem einen Satz ausdriickt, dass Volumen wie Oberflache 2/3 der entsprechenden Grossen
beim Zylinder, die damals ja bekannt waren, ausmachen. ,,Wie wiirdet Thr das auf dem Grab
dargestellt haben?* — ,,Glaszylinder mit Steinkugel im Innern.* — ,,Das Glas geht aber kaputt.*
— ,.Zylinderformiger Sarg mit Kugel an Stelle des Kopfes.* — ,,Ein Zylinder angelehnt an eine
Kugel. Die Kugel kann ja nicht schrig stehen.* — Dies finde ich eine gute Losung. Daneben
zeichne ich die zwei Versionen, die ich in Biichern gefunden habe. Jedes der Biicher be-
hauptet, so seien die Korper dargestellt gewesen, na ja!

= N

Die letzte Version wird als zu platt empfunden und abgelehnt. Wie Zylinder und Kugel auf
dem Grabstein dargestellt wurden, wissen wir bis heute nicht. Christof: ,,Vielleicht hat’s den
gar nie gegeben. Vielleicht hat ja Archimedes gar nie gelebt. Ich erzdhle von den vielen in
Briefen tiberlieferten Werken, von Cicero, der im 1. Jahrhundert vor Christus das Grab
gefunden und beschrieben hat, dass die Grabsdule wieder verschollen ging, von den Uber-
lieferungen Plutarchs in der Marcellus-Biographie und von den vielen Legenden die sich um
das Leben von Archimedes gebildet haben. Zum Schluss verteile ich eine kurze Ubersicht
tiber Leben und Werk dieses genialen Menschen, der nicht umsonst als grosster Mathematiker
und Naturwissenschafter des Altertums bekannt ist. Wer weiss, eines Tages taucht ein Text
auf mit der Grabinschrift, die noch Cicero aus der Schule bekannt war, oder der Grabstein
wird gefunden.

Didaktische Anmerkungen: Wie erwéhnt, ziehe ich es an dieser Stelle vor, die heuristische
Methode des Archimedes vorzulesen, wie sie im neu gefundenen Text beschrieben ist, und
anschliessend die entsprechende ,,mechanische* Herleitung des Kugelvolumens mittels din-
ner Scheiben, die an einen Waagebalken gehéngt werden, zu diskutieren (vgl. dazu z.B.
Meschkowski 1984 und Becker 1957). Nehmen wir Quadrat, Kreis und Dreieck der letzten
Figur als Risse, so erhalten wir viele der besprochenen Kérper und dazu noch ein paar inter-
essante mehr!
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WIE SEHEN KORPER MIT UNTENSTEHENDEN RISSEN AUS ?
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EZ Am Abend im Dorfrestaurant, es ist nicht die Trattoria Archi-
- mede, will Anna doch noch wissen, wie das mit der Dreiteilung
des Winkels geht. Ich skizziere ihr die Situation auf einem
Bierdeckel, ohne aber den Beweis zu liefern.

. Nach dem Morgensingen bleibt am Samstag nur knapp Zeit fiir
den Abschluss. Trotzdem zeige ich allen an der Tafel die
,Papierstreifenkonstruktion® von Archimedes fiir die Dreitei-
lung des Winkels. Und wie geht es, wenn der zu teilende Win-
kel grosser als 90° ist? Die Uberlegungen und Begriindungen
iberlasse ich den Schiilerinnen und Schiilern, eingedenk der Worte von Ruth Cohn (Cohn
1981): ,,Zu wenig geben ist Diebstahl, zu viel
geben ist Mord!* Aus Zeitgriinden habe ich in den
letzten zwei Wochen ohnehin eher zuviel gegeben.
Leider reicht es zeitlich nicht fiir eine Ubungs-
serie, um die verschiedenen Formeln und Zusam-
menhinge anzuwenden.

T minmamia  archimede

Ein schriftliches Feedback und eine miindliche
Schlussrunde beenden diese zwei Wochen. Zum
Wohlwollen und zur Offenheit des Anfangs hat
sich noch ein schones Mass an Vertrauen gesellt.
Die Reaktionen sind vergleichbar mit denjenigen i s
aus meinen anderen Kursen. Der ,.handliche* Ein- gl i o \'|
stieg mit Ton, der sich daraus ergebende logische . - '
Ablauf, die vielen Modelle und der Bezug zu
Archimedes kommen gut an. Das intensive, vertiefte Arbeiten an einem Thema wird
geschitzt, auch wenn die vielen Formeln und Herleitungen, insbesondere die Umformungen
und Wurzelrechnungen einzelnen Schiilern Miihe bereiten. Dass es schon und sinnvoll sein
kann, auf verschiedenen Wegen den gleichen Berg zu erklimmen, kdnnen nicht alle Schiiler
und Schiilerinnen verstehen. Die sich ergebenden iiberraschend einfachen Beziehungen wer-
den aber immer wieder bestaunt. Einige sagen, sie mochten nicht immer so arbeiten, aber ab
und zu wieder. Genau das streben wir ja an, einzelne Lerninseln zum vertieften Arbeiten nach
Wagenschein.

Rickblick und Ausblick:

Das Besondere an der Thematik in diesem Lehrstiick, ist der Aufstieg aus der klassischen
griechischen Mathematik zu einer Sichtweise, die auch Heuristik, Praxis und Anndherung
zulédsst. Die Anwendung und das praktische Experiment fordern die theoretische Erkenntnis,
und diese wiederum erweitert den Bereich der praktischen Anwendungen. Damit verbunden
ist das Zulassen von Anndherungen, und erst dies erlaubte es, der Zahl © wesentlich ndher zu
kommen. Zwar sind in der klassischen konstruktiven Geometrie das Gerade (Lineal) und das
Runde (Zirkel) gleichermassen vertreten, aber sobald es um metrische Fragen geht, miissen
wir, wenn wir weiterhin die Ladngeneinheiten auf der Geraden definieren, das Runde durch das
Gerade anndhern. Und Wagenschein (1965/70 Bd. I, S. 70) schreibt: ,,Das Gerade und das
Krumme sind nun einmal zu einander fremde Welten.” Die bequemste Stelle, um vom Gera-
den zum Krummen zu gelangen ist der Kreis. ,, ist also der Umfang, gemessen am Durch-
messer; das Krumme, gemessen am Geraden.“ (ebd. S. 68) Und ist dieser komplizierte
Ubergang einmal erlebt, so sind die Zusammenhiinge wieder einfach: ,,Bleibt man bei den
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runden Dingen und setzt diese untereinander in Beziehung, so finden sich die einfachsten
Verhiltnisse, die es gibt: die der ganzen Zahlen!* Und je ldnger man sich mit der Anschauung
der Formeln befasst, desto mehr Zusammenhénge offenbaren sich, neue Verbindungen 6ffnen
sich, andere Darstellungen dringen sich auf.

Bezogen auf unsere Ausgangsfiguren lédsst sich

M nEs Usdxs leicht iiberpriifen, was Wagenschein (ebd. S. 72)

= ex/4 . . . .
3 | — z so formuliert: ,,Bei Kreis und umschriebenem
g Bz | (=T%) e = Quadrat verhalten sich die Umfinge ebenso wie
© die Flachen (ndmlich wie 7 zu 4), und bei Kugel
J, 6 l 4 und umschriebenem Wiirfel verhalten sich eben-
falls die Oberflichen wie die Rauminhalte (ndm-

0 = 24+ 0= 4ar lich wie 7 zu 6).«

2 1 Sell z Mit dem Lehrstiick haben wir jetzt das ,,weite
g | VERT il (~52%) 2 Feld“ beackert, die mathematischen Zusammen-
T | < - hinge ergriindet und die Ergebnisse in der An-

schauung gewiirdigt. Beziiglich der mathemati-
schen Anforderungen haben wir einen Mittelweg
gewdhlt: In einer unteren Stufe wiirde ich noch
mehr mit Experimenten arbeiten (Beispiele sind zu finden in Wagenschein, 1965/70), auf ei-
ner hoheren Stufe den Grenzprozess priziser fassen und vermehrt ins Zentrum stellen. Im
ganzen Verlauf des Stiicks hat sich immer wieder gezeigt, wie wichtig das Beherrschen der
mathematischen Grundlagen ist: Satz des Pythagoras, Ahnlichkeitslehre, Proportionen, lineare
Gleichungen, Umgang mit Wurzeln. In der thematischen Landkarte habe ich deshalb diese
Aspekte ebenfalls beriicksichtigt. Gleichzeitig ist das Lehrstiick ein hervorragendes Ubungs-
feld fiir diese Grundlagen. Wer sie nicht einigermassen beherrscht, erlebt sie als Stolpersteine.

Mit dem Lehrstiick legen wir einen weiten Weg zuriick. Die Formen werden transformiert,
das Denken findet Wege, die Zusammenhinge zu formulieren, die in der Kurzschrift der
Formeln ihre endgiiltige mathematische Gestalt annehmen. Mit den Formeln werden die
Denkwege fahrbar.
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3.4 Weiterentwicklungen des Lehrstlcks

Anschliessend an die Publikation meines Lehrstiicks im Berner Lehrkunstband befasste sich
David Kamber von der Berufsmaturitdtsschule Bern (BMS) im Rahmen der III. Berner Lehr-
kunstwerkstatt mit diesem Thema. Konzept und Durchfiihrung sind nachzulesen in Kamber
(2001, S. 41-57). Die einbezogene Klasse besteht aus Informatiklehrlingen. Da fiir die Mathe-
matik nur eine Doppellektion pro Woche zur Verfligung steht, muss sich Herr Kamber auf 6
Doppellektionen beschranken.

I. Akt: Die Familie von Wirfel und Kugel

Bilder von Archimedes werden projiziert, er soll stindiger Begleiter sein. Der Einstieg be-
ginnt mit zwei vorgegebenen Korpern, einer Tomate und einem getrockneten Tonwiirfel.
Dann werden von den Schiilern aus Ton ,,Verwandte* hergestellt. Um Ordnung zu schaffen
hilft Herr Kamber mit einem runden und einem eckigen Papier. Karten mit Namen sind vor-
bereitet und dienen zur praziseren Beschreibung und Unterscheidung der Korper. Informatio-
nen liber Archimedes beschliessen die Doppelstunde.

Il. Akt: Phédnomen Formeln

In diesem zweiten Akt stehen Formeln im Zentrum. Formeln auf Kértchen sollen in einer
Tabelle untergebracht werden. Diese Zuordnung fiihrt zur Reflexion der Formeln, zu Diskus-
sionen und in dieser Inszenierung zu intensiverer Kldrung der Mantelfliche. Dann wird vom
Lehrer die Grosse m als Hiiter zwischen eckig und rund angesprochen. Der Versuch, Formeln
zu betrachten, zu vergleichen und den anschaulichen Gehalt erfassen zu lassen, findet bei den
Lehrlingen wenig Resonanz.

I11. Akt: Das Krumme gemessen am Geraden, ©t

Die Schiiler werden aufgefordert, m in Kiirze zu erkléren, so dass auch Laien es verstehen
konnen. Dass der Umfang dreimal der Durchmesser und etwas mehr ist, wird anschaulich
klar. Aber wie viel mehr? Uber den Satz des Archimedes wird jetzt die beriihmte Unglei-
chung aufgestellt, welche erstmals eine klare Eingrenzung fiir m vorgibt. Mit einem Arbeits-
blatt werden die Rekursionsformeln fiir die innere und dussere Anndherung erarbeitet. Zu
Hause zeigt sich deren Niitzlichkeit in einem Tabellenkalkulationsprogramm.

IV. Akt: Scheibenkorper, der Aufstieg in die 3. Dimension

Die Formeln werden gut umgesetzt und fithren auf ein Gesprach um die Grenzen der
Genauigkeit bei Computern. Der Uberblick ,,Die Zahl n im Laufe der Zeit* verweist auf die
historische Dimension. Der Einstieg in den Raum erfolgt iiber das Prinzip von Cavalieri.
Damit werden nach und nach einige Formeln verstindlicher und der Ton als Medium kommt
wieder ins Spiel.

V. Das Kugelvolumen

Mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri und Demonstrationsmodellen aus Plexiglas wird das
Volumen der Kugel hergeleitet. Trotz Modellen und Arbeitsblatt folgt die Erkenntnis nur
zogernd. Schoggikugel und Kugeloberfldche sind als Hausaufgabe angesagt.

VI. Akt: Rickblick und Abschluss

Vorerst wird die Frage nach der Kugeloberfliche bereinigt. Erstaunen gibt es tliber die Tat-
sache, dass der Mantel des Zylinders und die Oberfldache der einbeschriebenen Kugel gleich
gross sind. Statt einer Vertiefung mit Archimedes beendet Herr Kamber das Lehrstiick mit
einer Aufgabe liber ineinander geschachtelte Wiirfel und Kugeln.
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Herr Kamber hat es nicht leicht, seine Schiiler wiahrend zwolf Lektionen fiir Kérper und For-
meln zu motivieren. Die Idee geféllt mir, Archimedes von Anfang an bis am Schluss priasent
zu halten. Vielleicht kdnnte dies noch konsequenter und organischer geschehen. Die Zuord-
nung von Formeln in die Tabelle, auch wenn nicht genetisch, habe ich inzwischen in mein
Lehrstlick aufgenommen. Tabelle und Korperfamilie dienen als Basislager fiir den weiteren
Verlauf, werden zum Ausgangspunkt von Fragestellungen und Streitgesprachen. Mit dem Ke-
gelmantel steigt die Klasse allerdings in eine der schwierigeren Fragen ein, begegnet bereits
dem Ubergang von gerade zu rund. Miisste nicht dieser Ubergang hier vertieft werden? Und
dann konnte der eine oder andere Satz von Archimedes folgen. So kompliziert sind sie nicht.
Der zentrale dritte Akt gefdllt mir sehr gut. Er fiihrt mit Intervallschachtelung und Rekursion
zu relevanten Themen und fordert die Informatiklehrlinge heraus. Das Cavalieri-Prinzip
kommt wie von einem anderen Stern. Warum nicht (mit oder ohne Auftritt von Archimedes)
erkldren, mit welchen Ideen der Meister das Volumen der Kugel bestimmt hat: Zylinder,
Halbkugel und Kegel mit gleicher Grundfliche und gleicher Hohe schneiden und an einer
Balkenwaage aufgehédngt denken. Zwar ist es nicht so von Archimedes iiberliefert, aber alle
Ideen sind von ihm und heute wiirde er die Herleitung des Kugelvolumens den Schiilern
sicher so erkldren und bemerken, dass Herr Cavalieri dieses Grundgesetz spédter verallgemei-
nert hat. Und dann, mit diesem Verfahren von Archimedes und Cavalieri lassen sich die Volu-
mina von Pyramide, Kegel und schiefen Korpern erarbeiten. Die Quintessenz im Verhiltnis
zwischen Zylinder und einbeschriebener Kugel, formuliert als Satz von Archimedes, diirfte
dann aber nicht fehlen. Die Schlussaufgabe, auch wenn etwas anspruchsvoll, vereint das
Urpaar des Lehrstiicks vortrefflich: Vom Wiirfel zur Kugel zum Wiirfel zur Kugel . . .

Ich habe von dieser Lehrstiickinszenierung viel gelernt. Es ist eine kompakte Form, die sich
noch optimieren lisst und ich wiinsche Herrn Kamber fiir nichste Inszenierungen offenere
Schiiler.

Seit meiner Inszenierung in Goldern habe ich das Lehrstiick achtmal am Wirtschaftsgymnasi-
um in Bern durchgefiihrt. Insbesondere durch die Arbeit von David Kamber hat sich bei mir
einiges gedndert. Um zu zeigen, wie sich dieses Lehrstiick im Laufe der Jahre verandert und
angereichert hat, mochte ich jetzt von meiner letzten Durchfiihrung mit der Quarta 4A im Mai
bis Juli 2003 berichten.

Nach kurzem Auftakt mit dem ,,Sandrechner* steigen /A
wir direkt ein in den : '
I. Akt: Exposition des Lehrsticks: Wurfel, Kugel
und Verwandte

Da ein Kollege in der Chemie gerade mit Halbklassen
ins Kerzenlehrstiick einsteigt, kann ich in Doppel-
lektionen den Einstieg in mein Lehrstiick durchfiihren, 7
was doch viel angenehmer ist, zumal diese Klasse 22 i
Schiiler und Schiilerinnen umfasst. Die erste Lektion
gestalte ich wie iiblich: Korper werden gebildet aus
Ton, wir suchen ihre Verwandtschaften und bespre-
chen ihre Namen und Eigenschaften. Dazu betrachten
wir einige Korper aus der Natur und aus unserem po—
Umfeld. Zu Beginn der zweiten Lektion lege ich die :
Platte mit den Korpern auf den Boden, verteile Zeich- i o7
nungsblitter und lasse die Schiiler die ganze Korper- i
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gruppe abzeichnen, jedes aus seiner Perspektive. Dadurch entsteht eine zusitzliche Be-
kanntheit und Vertrautheit mit diesen Korpern. Einige Schiilerinnen notieren sich sogar dabei
noch die Namen der entsprechenden Korper. Im Anschluss an dieses Zeichnen, das sehr
unterschiedlich lange dauert, befinden sich auf den umliegenden Tischgruppen unausgefiillte
Formeltabellen und dabei ein Blatt mit sehr vielen Formeln. Die richtigen Formeln sollen
ausgesucht und in die Tabelle eingefiillt werden. So entstehen bereits erste Gespriche iiber
Korper und Formeln. Bis zum Ende der zweiten Lektion sind die Tabellen soweit moglich
ausgefillt. Ich kiindige an, dass wir in den nichsten Lektionen genauer um die Zusammen-
hinge zwischen den Korpern und zwischen den Formeln kiimmern werden mit der generellen
Richtung: ,,Vom Wiirfel zur Kugel®.

FORMEL

TABELLE UMFANG (OBER)-FLACHE VOLUMEN

a? arth o 2n 3ar
QUADRAT o

2nr*+2nrh  ar’+ars  abe
KREIS

4a 6a* a* a*® Gh
WURFEL -

2nrh Trs 27nr(r+s)
QUADER -

2(r+s) 2nr(r+h) 2(2r+h)

PYRAMIDE _

nr*h/2  2(ab + ac + bc)
DREHZYLINDER e

ar*hi3  4nr’3 4nr’ls
DREHKEGEL -
2n  2nr 2nr® 4nr? G+ M

KUGEL _—

1. Akt: Im Eckenland: Vom Wurfel zu Quader, Prisma und Pyramide

Der Verlauf ist derselbe geblieben, nur fiihre ich die Verallgemeinerung der Pyramidenformel
mit der Ahnlichkeit nicht durch. Wenn nétig, kann spéter mit dem Prinzip von Cavalieri die
Erginzung folgen. Sehr wichtig sind mir immer die Ubungen mit den regelméssigen Korpern
im Wiirfel. Anschauung, Wurzelgesetze und Satz des Pythagoras lassen sich iiben und es
zeigen sich schone Korper und einfache Formeln, die auf innere Zusammenhénge zwischen
diesen Korpern hinweisen.

I11. Akt: Der Kreis in der Ebene als Steg Uber die Kluft

Auch hier gibt es einen dhnlichen Verlauf wie in Goldern. Das Zeichnen im Sand spare ich

auf spiter. Etwas mehr Gewicht lege ich heute auf das Verstehen der drei Sitze von Archime-

des aus der ,,Kreismessung® (nach Archimedes 1798, S. 101ff):

Satz 1: Jeder Kreis ist gleich einem rechtwinkligen Dreieck, in welchem die eine Seite beim
rechten Winkel gleich dem Radius und die andere gleich dem Umfang des Kreises ist.

Satz 2: Der Kreis verhilt sich zum Quadrat seines Durchmessers sehr nahe wie 11 zu 14.

Satz 3: Der Umfang eines jeden Kreises ist dreimal so gross wie der Durchmesser und noch
etwas grosser, ndmlich um weniger als 1/7 des Durchmessers, aber um mehr als 10/71.

Das Bestimmen der Rekursionsformel bedarf auch in Bern gewisser Hilfe. Dafiir geniessen

wir umso mehr die eindriicklichen Wurzelausdriicke. Ich erlebe immer wieder einzelne Schii-

ler, die die Anndherungstabelle flir T mit einem Tabellenkalkulationsprogramm bewaltigen.

Natiirlich stossen wir dann wie die Klasse von Herrn Kamber an die Grenzen des Computers.
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IV. Akt: Im Rundland: Uber Zylinder und Kegel zur Kugel
Beim geraden Zylinder ist wieder die Einschachtelung im Zentrum. Beim Kegel erwédhne ich
sie nur kurz und gehe ziigig zur Trichteraufgabe iiber:

Stelle einen kegelformigen Trichter her
mit méglichst genau 250 cm’ Inhalt!

Zur Verfiigung stehen Papier, Schere, Leimstift und Klebstreifen. Es ist eine halboffene
Fragestellung, die verschiedene Losungswege und Resultate zuldsst. Der Zusammenhang zwi-
schen dem Kegel und der Abwicklung seines Mantels muss dabei erst entdeckt und analysiert
werden. Zur individuellen Kontrolle hiange ich zwei Tabellen an die Tafel. In idealer Verbin-
dung koénnen da Kopf und Hand titig werden. Die Resultate tragen wir zusammen, verglei-
chen sie und fragen nach den gefundenen inneren Zusammenhéngen, die sich in Formeln aus-
driicken lassen.

h{cm]| r[cm] s[cm] |Zentriwinkel rfcm]| h[cm] s[cm] |Zentriwinkel
1 15.451] 15483 359.25° 238.732| 238.735 1.51°
10.925| 11.107 354.12° 59.683] 59.717 12.06°

8.921 9.412 341.22° 26.526|  26.695 40.46°

7.725 8.700 319.69° 14.921 15.448 93.22°

9.549 10.779 166.99°
6.631 8.943 241.53°
4.872 8.529 295.48°
3.730 8.827 326.27°
2.947 9.470 342.12°
2.387]  10.281 350.16°
1.973 11.176 354.35°
1.658 12.114 356.61°
1.413 13.077 357.89°
1.218 14.053 358.65°
1.061 15.037 359.10°

3

4

5 6.910 8.529 291.65°
6 6.308 8.706 260.84°
7

8

9

5.840 9.116 230.62°
5.463 9.687 203.01°
5.150] 10.369 178.81°
10 4.886] 11.130 158.04°
11 4.659| 11.946 140.39°
12 4.460[ 12.802 125.43°
13 4.285] 13.688 112.71°
14 4.129] 14.596 101.85°
15 3.989] 15.521 92.53°

S N I Y 1o = D=l I BN - N IV Y EN (O S )

2
mr-h folgt durch Auflosen: Radius r = 3—\; Hoéhe h = 3V2
T T

Mantellinie s = +r’>+h?

Aus o :360° = 2nr:2ns = r:s folgt Zentriwinkel o = L .360°
S

Aus V =

In einer Zusatzaufgabe geht es um den Trichter, bei dem Radius und Héhe gleich gross sind,
also r=h. Esergibtsich r = h = {3V/n = 6.2035cm,s=28.773 cm, und o =254.6°
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Nachdem die Behandlung von Zylinder und
Kegel abgeschlossen sind, trete ich unerwartet
als Archimedes im Bademantel auf. Vor ihm am
Boden liegt ein flaches Becken mit Sand von
Syrakus. ,,Sehr verehrte Schiilerinnen und Schii-
ler. Ich habe gehort, dass Sie sich seit einiger
Zeit mit den Eigenschaften von Korpern befas-
sen. Da ich mich selbst vor iiber 2200 Jahren
damit auseinandergesetzt habe und sehr stolz bin
auf meine damaligen Entdeckungen und Herlei-
tungen, von denen ja heute noch gesprochen
wird, mochte ich Thnen heute gerne von mir und
meinen Arbeiten erzéhlen. Fast mein ganzes Le-
ben habe ich in Syrakus auf Sizilien verbracht.
Zu Studienzwecken reiste ich, wie damals die
meisten der gebildeten Leute, fiir einige Jahre ins
grosse Wissenszentrum Alexandria. Ich war gut
befreundet mit dem Ko&nig Hieron und habe
Ofters von ihm Auftrage erhalten. Einmal habe
ich, um die Zahl der Sandkorner zu bestimmen, Zahlen bis fast ins Unendliche erfunden, ein
andermal musste ich herausfinden, ob eine Krone aus purem Gold bestehe. In der Badewanne
entwickelte ich beim dariiber Nachdenken das Auftriebsprinzip und soll anschliessend split-
ternackt und ,,Heureka® (Ich hab’s gefunden) rufend durch Syrakus zum Konig geeilt sein.
Weiter erfand ich eine Schraube, um Fliissigkeit auf ein hoheres Niveau zu heben, formulierte
das Hebelgesetz genau und entwickelte fiir den Konig die verschiedensten Kriegsgerite wie
z.B. Wurfmaschinen, damit wir uns gegen die Romer wehren konnten. Ich hielt mich tagelang
am Strand auf, dachte nach und malte und geometrische Figuren in den Sand. Uber Experi-
mente und durch intensives Nachdenken gelangte ich schliesslich zur Bestimmung von Volu-
men und Oberfliche der Kugel. Ubrigens sind die meisten meiner Schriften heute noch zu
lesen.” Archimedes hédlt das Buch mit den ,,Abhandlungen in die Hohe. An der Waage
entdecken wir gemeinsam experimentell das Volumenverhéltnis 3 : 2 : 1 zwischen Zylinder,
Halbkugel und Kegel mit gleichem Grundkreis und gleicher Hohe. ,,Und jetzt will ich Thnen
erldutern, wie ich das Volumen der Kugel begriindet habe. Ich lieferte die Begriindung auf
verschiedene Arten. Meine abstrakteste iiberlassen wir den reinen Mathematikern.” Unter
Einbezug seines Hebelgesetzes erldutert jetzt Archimedes ausfiihrlich an der Tafel, Schritt fiir
Schritt. Die Anwesenden bittet er, gut zuzuhdren, mitzudenken und nachzuvollziehen. Er
wihlt dabei eine Darstellung, wie wir sie etwa bei van der Waerden (1966, S. 356ff) finden.
»Auf diese meine Entdeckungen und Darstellungen tiber Kugel und Zylinder bin ich am mei-
sten Stolz. Zudem freue ich mich, dass man nach iiber 2200 Jahren immer noch von mir
spricht als bedeutendem Mathematiker und grosstem Naturwissenschaftler des Altertums. Ich
bedanke mich fiir die Aufmerksamkeit und wiinsche Ihnen noch viele wundervolle Erkennt-
nisse im Reiche der runden Korper.“ Archimedes zieht sich zuriick. Es folgt eine Pause.

In der zweiten Lektion bleibt viel Zeit, um den Gedankengingen des Meisters nochmals
nachzugehen und sich die Herleitung des Kugelvolumens Schritt fiir Schritt anzueignen.
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SATZ VON ARCHIMEDES:
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"Jede Kugel'is: gleich dem Vierfachen des Kegels, dessen Grundfliche gleich dem
grossten Kreis und dessen Hohe gleich dem Radius der Kugel ist."
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Es zeigt sich allerdings, dass meh-
rere Schiiler diese Tour nicht ei-
genstdndig nochmals klettern wol-
len, wohl auch den Erlduterungen
von Archimedes zu wenig konzen-
triert gefolgt sind. Lieber befassen
sie sich bereits mit den Aufgaben
einer ausgedehnten Ubungsserie.
Spéter folgen die Kugeloberfldche
(mit der in der Goldernfassung be-
schricbenen Methode, aber in
umgekehrter Richtung) und die
schonen Beziehungen zwischen
den Korpern samt dem Umschiitten
von Wasser mit den drei Glasern.

Anmerkung: Auf Grund der Erfah-
rungen und Einwande, ja Vorwirfe
in den Feedbacks, muss ich mir {-
berlegen, ob ich das nachste Mal
als Archimedes eine noch einfache-
re Herleitung des Kugelvolumens
prasentieren soll. Zylinder, Halb-
kugel und Kegel, alle mit gleicher
Grundflache und gleicher Hohe,
konnen horizontal geschnitten und
in die Schalen einer Waage gelegt

werden. Zwar hat es Archimedes nicht so gemacht, aber die Prasentation wére insofern ge-
netisch echt, als alle wesentlichen Ideen von ihm stammen und ich bin sicher, er wiirde seine

Herleitung in einfachster
Variante heute so darstel-
len.  Archimedes wirde
dann genau das zeigen, was
wir experimentell an der
Waage bereits gefunden ha-
ben, namlich dass Halb-
kugel und Kegel den Zylin-
der aufwiegen. Verallge-
meinerung wirde uns fast
automatisch  zum Prinzip
von Cavalieri fihren.

Abschluss: Nach- und Schlussbetrachtung
Zum Abschluss verteile ich nochmals eine leere Formeltabelle. Anhand der Heftunterlagen
kann sie leicht korrekt ausgefiillt werden. Anschliessend verteile ich eine kleine Formelsamm-
lung (Formelsammlung Mathematik, Neue Kantonsschule, 5000 Aarau), die ab sofort jeder-
zeit konsultiert werden darf, auch in den Proben. Wir betrachten die entsprechende Seite mit
vielen der vertrauten Formeln. Die Schiiler sind begeistert! Damit schliesst sich der Bogen zur
Entstehung der Kdrper und zur Formelsammlung in der ersten Doppelstunde. Die Korper der
ersten Lektion waren iibrigens in jeder Lektion anwesend und sie liegen auch jetzt vor uns.
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Das Formelchaos ist zu einer erarbeiteten und (mehr oder weniger vertrauten) Formelordnung

geworden. Wir denken an Wagenscheins For-
melsammlung (1965, S. 67) und hoffen, dass
die selbst erstellte sowie die ausgeteilte Tabel-
le mit den Formeln als ,,Kurzschrift fiir hochst
anschauliche und merkwiirdige Zusammen-
hinge* fiir die Schiilerinnen und Schiiler
nichts ,,Trockenes und Abschreckendes* mehr
beinhalten.

Zum Abschluss gehdrt noch ein gemeinsamer
Riickblick. Dieser hilft beim Ausfiillen des
Feedback-Fragebogens und soll in ein Poster
miinden, das den Gang durch das Lehrstiick
festhdlt. Nach dem gemeinsamen Riickblick
und dem Ausfiillen des Fragebogens bitte ich
die Schiilerinnen und Schiiler, einzeln auf
einem Blatt A4 quer den Verlauf des Lehr-
stiicks mit seinen wichtigsten Stationen zu
zeichnen. In der folgenden Lektion werden
die einzelnen Darstellungen présentiert und in
der Diskussion entwerfen wir gemeinsam ein
grosses Posterbild. Auftrige werden verteilt

6. STEREOMETRIE

0 Oberfliche; M Mantelfliche; ¥ Volusen

"
2
AN

Quader O=2(absberac) Vzabe a=fatentec?
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h 2 2

Hewalr er,) Vg (rjeryeper))
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Kugelsektor earehear\iz ) V= Sreth
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Polyedersatz von Euler fir konvexe Polyeder: o + F 2k + 2

e Anzahl Eckeny f Anz. Flichen; k Anz. Kanten

und schliesslich, trotz Motivationsriickgang

und einer Konzertauffiihrung, welche die notigen Lektionen beansprucht, kommt das Werk
nach den Sommerferien doch noch zur Vollendung.
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3.5 Feedback der Schuler zum Lehrstiuck

Der ausgeteilte Fragebogen weist eine starke Gliederung nach Akten auf, denn in diesem
Lehrstiick lassen sich die verschiedenen Akte in der Wahrnehmung und in der Erinnerung
recht deutlich unterscheiden. Allerdings ging ich mit meiner ersten Frage zunéchst aufs
Ganze: Gibt es eine zentrale Erkenntnis, quasi eine Quintessenz aus diesem Lehrstiick? Dann
folge ich den Akten und schliesslich gibt es wieder eine offene Frage, die das ganze Lehrstiick
betrifft. Da der Fragebogen iiberwiegend anonym abgegeben wurde, habe ich die Namen
generell weggelassen.

Wirtschahsgymnasium Berm-Neufeld JARCH FERDIACKANS doc] Juni 2003 L 12-18 Im Rundiand: ZySinder und Kegel. Ein Trichter entsteht. Satze von Archimedes
Aufgaben zu Zylinder und Kugel

Das Lehrstick: ,Vom Wiirfel zur Kugel™
Bemerkungen und Anfegungen der Kiasse W4A

Welches ist fir dich die zentrale Erkenninis aus diesem Lehrstick?

L 16-21 Archimedes tritt auf, erzihit aus seinem Leben und leitet die Formel her fur das
Valumen der Kugel. Formeln far Velumen und Oberflache der Kugel. Einfache
Beziehungen swischen Zylinder, K»gdu-uKml Waitors Aufgabon

Gang durch die ca. 23 Lektionen

L1-2 Kugel, Wirfel und Verwandie entsishen aus Ton. lm!ummdd;mBmhuw ';._‘r ﬁ‘ 0 r;_‘ ‘m‘ .‘e\-\ ;r:n 'f:h I'I-']-I‘ ‘:I 1r":.".ll':‘i‘l"ll:jw*
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L36 Die Korper im Eckenland
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Eritwirf auf separatem A4-Bialt den Bild, das die zentralen Aspekie von Inhalt, Erfahmung und
Prozess des Lehrsticks enthalt

Name (freswilli)

Welches ist fur dich die zentrale Erkenntnis aus diesem Lehrsttick?

Zuerst frage ich nach der zentralen Erkenntnis, wiinsche den Blick auf das Wesentliche. Es
wird bereits hier selbstverstindlich vom Eckenland und vom Rundland gesprochen. Diese
Strukturierung scheint evident. DD schreibt: ,,Die Stereometrie war fiir mich friiher etwas, das
ich mir sehr kompliziert vorgestellt habe. Doch jetzt, da ich mitten im Thema war, hat mich
fasziniert, wie simpel z. T. die Zusammenhinge zwischen Fldchen und Kdrpern darzustellen
sind.”“ Diese vielfdltigen Zusammenhédnge werden oft erwéhnt. Kurz und biindig von UU:
»Alles hingt mit allem ZUSAMMEN!* Fiir viele steht die Anndherung an die Zahl © im
Blickpunkt. CC: ,,Ich verstehe nun 7, den Zusammenhang zwischen Ecken- und Rundland.*
Fiir I ist besonders wichtig: “Dass ich die Formeln nachvollziehen kann. (Formeln der
Stereometrie)* Damit sind im Bereich der zentralen Erkenntnis mindestens vier der Grund-
ideen der Mathematik, ndmlich die inneren Zusammenhéange [1], das rdumliche Strukturieren
[6], die Bedeutung der Formeln [7] und der Grenzprozess [9] angesprochen.
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Das Lehrstuck: ,,vVom Wiirfel zur Kugel*
Bemerkungen und Anregungen der Klasse W4A vom 2. Juni 2003

Welches ist flir dich
die zentrale
Erkenntnis aus

Kugel, Wiirfel und
Verwandte entstehen
aus Ton. Ihre Namen

und ihre
Beziehungen
zueinander. Wir
zeichnen die Korper-

Die Kdérper im
Eckenland.

Anndherung an die
Zahl w: Bibelstelle
und Papyrus Rhind;
Anndherungen an
den Kreis von innen
und aussen mit

Im Rundland:
Zylinder und Kegel.
Ein Trichter entsteht.
Satze von
Archimedes.

Archimedes tritt auf,
erzahlt aus seinem Le-
ben, leitet die Formel
her fur das Volumen
der Kugel. Formeln fiir
Volumen und Ober-
flache der Kugel.

Von der eigenen zur
gedruckten
Formelsammlung.
Uberblick zum

Was an dieser Unter-
richtseinheit war
besonders lehrreich
fur dich, besonders
eindricklich? Was
sollte aus deiner
Sicht verbessert

diesem Lehrstick? familie und erstell Archimedes; Satze Aufgaben zu Elnfz_acr;]e BeZI(Ie_hungen Abschluss. werden?
amitie un e:s eren von Archimedes und | Zylinder und Kegel. Z}‘QVLSCeleSnﬁyK'Zd;r* Weitere
Foimgligzgﬂe historische Ubersicht. Wei%c]ere Aufgageﬁ. Bemerkungen und
' Anregungen ...

Dass man durch Einschachte-
lung der Kugel zu verschiede-
nen Erkenntnissen kommt.

Das war gut. Hat mir gefallen.
Die Tabelle war vielleicht ein
bisschen frih.

Bei mir war es so, dass langere
Erklarungen mir besser gehol-
fen hatten.

Es war interessant, mal eine
historische Ubersicht zu bekom-
men. Diese Anndherung war
auch gut. So konnte man das
Ganze besser verstehen.

Basteln war eine willkommene
Abwechslung. Gut!

Das ging zu schnell mit
Archimedes. Das mit dem Ver-
héltnis 3:2:1 war recht ein-
dricklich.

Freude dber die erste Formel-
sammlung!
Guter Abschluss.

Das mit den Glasern (Zylinder,
Kugel, Kegel) war wirklich cool.
Als Archimedes da war, fand
ich, dass er einfach den Stoff
durchzwéngen*“ wollte. Dann
in der 2. Lektion wurden seine
Gedankengange zum  Gluck
noch erkléart! Weiter so! Bitte
ein bisschen langer, eingehen-
der, einfacher erkléren.

BB

Vor diesem Lehrstiick hétte ich
nicht gedacht, dass das Ecken-
land in so enger Verbindung
zum Rundland steht, wie man es
zum Beispiel an = sieht, welches
man schon friher mit einbe-
schriebenen und umschriebenen
Vielecken ausrechnete ...

Ich fand diesen Einstieg gut,
denn er gab mir einen groben
Uberblick und zeigte mir die
Unterschiede  zwischen —dem
Ecken- und dem Rundland.

Als wir zum ersten Mal etwas
von den Tetraedern, Oktaedern
und Kuboktaedern horten, war
ich ziemlich tberfordert. Ich
musste auch nebst den weiteren
Erklarungen mich noch einige
Male damit befassen, bis ich es
wirklich begriffen hatte.

Siehe erste Antwort. Ich fand
gut, dass wir uns damit einige
zeitlang befasst hatten und da-
ran arbeiten konnten.

Ich hatte mich dank dem
Eckenland schon etwas mit
ahnlichen Kdrpern und Formen
befasst, was mir etwas weiterge-
holfen hat.

Schaffte mir auch wieder einen
guten Uberblick.

In der eigenen Formelsammlung
war eigentlich schon alles vor-
handen, was ich wissen musste.
Doch mit der gedruckten bekam
ich das Ganze geordnet und
zusammen, was einem dann
auch beim Lernen helfen wird

Ich fand die Einstiege sehr gut
und hilfreich. Man konnte alles
gut tberblicken, was fur mich
bei  den  Aufgabenblattern
schwieriger wurde.

CcC

Ich verstehe nun =, den Zusam-
menhang zwischen Ecken- und
Rundland.

Die Formeltabelle war sehr ge-
raten, weil wir nichts wussten.
Gute ldee mit Ton, Figuren
Herstellen und dann Beziehun-
gen Suchen.

Am Anfang etwas unklar, aber
dann wurde alles klar.

Es war ziemlich komplex. War
ein guter Ubergang zu den run-
den Korpern zu wechseln.

Mantellinie war am Anfang un-
klar.

War angenehm zum Lernen,
leicht verstanden.

Nicht mehr Formeln auswendig
lernen. Eigene Formel stimmt
mit der gedruckten iberein.

Es war ziemlich lehrreich.
Streckungsbeispiele hatte man
weglassen konnen.

DD

Die Stereometrie war fir mich
friher etwas, das ich mir sehr
kompliziert vorgestellt habe.
Doch jetzt, da ich mitten im
Thema war, hat mich fasziniert,
wie simpel z. T. die Zusammen-
hange zwischen Flachen und
Kérpern darzustellen sind.

Diese Art von Einfiihrung in ein
so komplexes und langes Thema
hat mir persénlich gut gefallen
und das fand ich sehr originell.
Dazu war es nicht das erste Mal,
dass wir dementsprechend in
ein Lehrstiick eingestiegen sind.

Hier haben mir die diversen
Zerlegungen der Pyramiden ge-
fallen, die aus einem Woirfel
hervorgingen. Ich fand gut, dass
uns diverse Methoden nahe
gebracht wurden.

Meiner Meinung nach war dies
der schwierigste Teil, da man
sehr viel selbst interpretieren
musste. Auch war dies das ein-
zige Stick, das wir nicht kon-
kret genug angeschaut haben.

Ging ein wenig zu schnell. Ein-
ziger negativer Punkt.

Wie immer war dieser Auftritt
sehr gelungen und hatte viel zu
bieten. Dass auch Hintergriunde
und durchaus Wissenswertes er-
zahlt wurde, war gut.

Schoner Ruckblick auf 1.
Lektion und runder Schluss
zum Rundland (ganzen Thema).

Mir hat wie gesagt dieses Thema
gut gefallen und ich wirde
gerne wieder eine selbe Lehrzeit
zu einem Lehrstick behandeln.
Alles war von Anfang bis
Schluss sehr komplett und auch
hintergriindig gut gestaltet und
mit viel Finesse verfeinert.

EE

Dass das eine mit dem anderen
verbunden ist.

Alle Formen sind miteinander
verbunden. Die Formeln konn-
ten zum Teil abgeleitet werden
von dem, was wir schon kann-
ten. Fand ich interessant.

War eigentlich nicht schwierig
bis auf die Pyramiden.

Ich habe das besser verstanden
als das im Eckenland mit der
Pyramide. Es war etwas Neues,
zu erfahren was w tiberhaupt ist.

Als wir das mit dem Trichter
angeschaut hatten, habe ich
auch begriffen, wie es mit der
Pyramide lauft.

Ich fand es lustig und be-
greiflich. Manchmal musste ich
selbst griibeln, aber am Schluss
ging es.

Die Formeln sind eigentlich
nicht schwer, aber die einzelnen
sind vertauschbar. Ich finde es
gut, dass wir jetzt eine kleine
Formelsammlung haben.

Die Pyramide sollte besser er-
klart werden, wegen den Be-
rechnungen, wenn ein Teil abge-
schnitten ist. Aber ansonsten
habe ich alles einigermassen
verstanden. Ich finde es ko-
misch, dass die Menschen vor
einigen tausend Jahren fast ge-
nauso viel wussten, wie wir heu-
te.

FF

Alles ist komplizierter als ich ge-
dacht hatte.

Gute Abfolge der Korper, leider
am Anfang zu wenig Aufgaben
zum selber Lésen im Unterricht.

Gut mit Einflechten historischer
Fakten.

Zu komplizierter Einstieg. Mehr
einfache Aufgaben zum Lernen.

Das fand ich gut.

Mehr selbst arbeiten. Vor allem
am Anfang, wo es noch eher
simpel ist.




GG

Das Arbeiten mit dem Ton war
sehr interessant und auch lustig.
Bei Beginn war das Ausfillen
der Formeltabelle noch recht
schwierig. Heute erscheint mir
das Ganze eher leicht.

Die Annéherung an die Zahl &
durch Kreise von innen und von
aussen fand ich sehr gut. Jedoch
fand ich das Ausfullen der Ta-
belle (= numerische Annéhe-
rung) etwas kompliziert.

Das Erscheinen von Archimedes
hat mich sehr beeindruckt. Sein
Besuch hat mir sehr gefallen
und viele Unklarheiten geklart.

Wie schon erwahnt erschien mir
das Ausfiillen der Formelsamm-
lung viel einfacher als das erste
Mal. Ich war dartber sehr er-
freut, die Formelsammlung
ohne grosse Mihe ausfiillen zu
kénnen.

Ich glaube fast alles! Was sich
verbessern sollte ist. Werden an
der Tafel irgendwelche Formeln
oder Rechnungen aufgeschrie-
ben, so sollten diese etwas lang-
samer durchgefiihrt werden.
Manchmal werden einige
Schritte Gbersprungen, die mei-
ner Meinung nach stehen
sollten, da durch diese vielleicht
die ganze Rechnung verstandli-
cher werden wiirde.

HH

Weiss nicht so recht. Mein Ziel
war, irgendwie zu kapieren, was
an der Tafel lauft und endlich
die Formeln fir die Kérper zu
bekommen.

War ein guter Einstieg. Ich habe
erkannt, was ich schon kann
und was ich nicht oder auch
nicht mehr weiss.

Mit diesen Korpern hatte ich
nicht so Probleme, ausser an der
Oberflache der Pyramide habe
ich lange ,,rumgeknorzt“. Doch
jetzt geht’s ... so halb. Mit den
Diagonalen und so habe ich im-
mer noch so meine Probleme.

Die Annaherung zum Kreis und
7 war flr mich zuerst zu kom-
pliziert. Ich habe am Anfang
gar nichts gecheckt. Aber die
Vergleiche da mit all den
Waurzeln fand ich interessant.
Archimedes’ Satze waren besser
verstandlich.

Trichter ... Naja, weiss auch
nicht so recht. Da hatte ich auch
lange bis ich alles kapiert hatte.

Gute Abwechslung von der
Norm. Zuerst fand ich es echt
super, wie man alles (viel) tiber
Archimedes erfahren hat, doch
das dann an der Tafel war mir
zu hoch. Die Beziehungen von
Zylinder, Kugel und Kegel
kapier ich jetzt gut.

Gut! Fast am besten! Jetzt weiss
ich, wo mein Kopf steht und
habe alle Loésungen und
Formeln und so zusammen ...
Weiss, wo ich noch Probleme
habe und was ich nochmals an-
schauen muss!

Eben die zum Schluss, ich hab
jetzt alles zusammen. Ich weiss
nicht, was man besser machen
kénnte, ich kapiere meistens die
Erklarungen nicht, aber das
liegt an mir, ich bin zu langsam.
uUnd drei Lektionen sind zu
lang. Bitte nicht mehr in der
Tertiall!

Dass ich die Formeln nachvoll-
ziehen kann. (Formeln der Ste-
reometrie)

Die ldee ist gut. Auch das mit
den Halbklassen ist gut, da man
so einen besseren Link zur
Materie bekommt.

Dieser Abschnitt war zeitweise
ein bisschen zu theoretisch. Man
war schnell mal gelangweilt, da
man die Zahl © ja kannte und
nicht genau wusste, weshalb
man jetzt z. B. diese Tabelle
ausflillen musste.

Ich fand die Idee super und die
Beispiele, die sie mitgebracht
haben (Sand/Waage etc.) waren
gut.

PS: ,,Wir sind doch hier nicht
im Kindergarten, ... oder etwa
doch?*

Gut gelungen. Man hat jetzt
wirklich den Uberblick uber
den Stoff.

Die Erarbeitung des Stoffes war
gut. Nur wie schon erwéhnt: Die
7-Periode konnte man noch
etwas spannender gestalten.

KK

Dass sehr viele  Korper
verwandt sind und man so
gewisse Formeln ableiten kann.
(Vor allem jeweils im Ecken-
oder Rundland)

Guter Start fur das Thema.
Durch  aktives  mitarbeiten
konnte man sich gut annahern
und verstand dann Zusammen-
héange besser.

Das Eckenland (v. a. Blatt mit
Oktaeder etc...) ist zuerst sehr
erschreckend und kompliziert.
Wenn man sich dann ein biss-
chen eingearbeitet hat, geht’s
jedoch auch dann nicht ohne
weitere Komplikationen.

Sehr kompliziert, dass man eine
Zahl nicht darstellen kann, man
kennt nur den Wert. Zu sehen,
wie man sich schon friiher mit
der Zahl befasste, war inter-
essant.

Ein bisschen einfacher als
Eckenland, da einige Formeln
noch prasenter sind. Trotzdem
auch sehr anstrengend (Zu-
sammen mit dem Eckenland
vielleicht ein bisschen viel,
obwohl Klar ist, dass es aufein-
ander folgend ,,einfacher* ist).

Auftritt ist eine sehr willkom-
mene Abwechslung. Vielleicht
geht Archimedes ein bisschen
schnell vor im Erkléaren, aber
far ihn ist das ja auch ein-
leuchtend. Wenn man dann all
die Auskiinfte ,sacken liess“,
konnte man ja immer noch
Fragen stellen (merci !) Das
Thema wird immer vertrauter,
da man ja schon Vviel
vorgearbeitet hat.

Gut nun noch mal alles
zusammenzufiigen und zu re-
petieren. Positives Gefiihl zu
sehen, wie viel man dann doch
gelernt hat. (Vergleich Formel-
sammlung, die wir am Anfang
hatten ausfiillen sollen und die
von heute!)

Archimedes Besuch war toll
(sehr gute Idee!) Die Vviele
Theorie wéachst einem jedoch
manchmal Uber den Kopf.
Glicklicherweise hat man viele
Ubungsméglichkeiten und Lern-
kontrollen, merci!

LL

Die Formeln fur die Kugel.

Das fand ich gut.

Zuviel Zusatzinformationen
(Archimedes).

Annaherung an = war ziemlich
lang.

Interessant, gut aufgebaut.

Das war interessant. Und vor
allem mal was anderes. Und
man konnte es sich vorstellen
(Sand, Waage,...).

Uberblick zum Abschluss: Das
ist gut.

Die Annéherung an  war etwas
lange, aber grundsatzlich gut.
Es ist auch gut, dass wir nicht
nur eine Aufgabe nach der an-
deren machen missen, aber
dafiir konnten wir zum Teil
etwas wenig tben.

MM

Anndherung an m. Korperbe-
rechnungen und deren Verhalt-
nisse.

Guter Einstieg mit dem Ton.
Ging aber danach verloren,
denn wir fiihrten den Ton nicht
weiter. Dieser Teil war zu kurz.

Bis auf Pyramide kannte ich
alles schon.

Hat mich verblifft, dass Archi-
medes das alles im Kopf rech-
nete. Die Satze waren kompli-
ziert zu verstehen. Dieser Ab-
schnitt war zu lang.

War wieder einmal (Pythago-
ras) lustig.

War hilfreich, alles noch ein
bisschen ,,auffrischen zu kén-
nen.

Es hat mich beeindruckt, wie
Archimedes (oder Hans?) das
alles herausgefunden hat. Es
sollte mehr Aufgaben geben,
womit man sich trainieren
kann.

NN

Wie die Annéherung von = geht.
Wie rund begrenzte und eckig
begrenzte Flachen zusammen
hangen.

Die erste Formeltabelle konnte
kaum von jemandem ganz aus-
gefillt werden. Man fihlte sich
ein bisschen hilflos.

Erinnerungen an die Sekundar-
schule wurden wieder wach. Ein
paar Korper waren mir noch
gelaufig, andere musste ich wie-
der lernen.

Es war interessant zu sehen, wie
im Laufe der Zeit die Zahl =
immer genauer wurde. Die
Satze von Archimedes sind hoch
interessant, aber nicht so leicht
zu verstehen.

Der Zusammenhang zwischen
,,Eckenland“ und ,,Rundland*
wird ersichtlich.

Eine gute Idee, dass Archimedes
vorbeischaute, aber nach ein
paar Minuten wurde es ein
bisschen langweilig. Die Idee ist
ausbaufahig. Bringt Abwechs-
lung in den Unterricht.

Gut, dass man sich nochmals
alles, was man gelernt hat,
durch den Kopf gehen lassen
kann, war ja nicht gerade
wenig, aber interessant.

Wie man sich schrittweise an
annaherte fand ich interessant.
Zwischendurch wurde das The-
ma ein bisschen langweilig, da
man nicht recht vorwérts kam,
dann ging es aber plotzlich mit
einem ,,Affenzahn* weiter.

00

Ich fand es gut, dass man zuerst
die Korper herstellte. Ich wiirde
sagen, am Anfang war vielleicht
zu viel Lernstoff.

Es war interessant, die Kdrper
zu erstellen und zu schauen, wie
es vom Eckenland ins Rundland

ging.

Ich fand es nicht gut, dass man
alle Korper in der gleichen Zeit
anschaute.

Ich finde es interessant, dass
man schon so friih an diese Zahl
kam. Die Anndherung mit den
eckigen Korpern fand ich gut.

Es war einfacher als die
Aufgaben vom Eckenland, weil
es nicht so viele Kérper gibt.

Sehr interessante und lehrreiche
Stunde.

Wenn man am Anfang schaute,
wusste man gerade die Formeln
vom Eckenland und die Kreise,
aber jetzt kann man alle
Formeln.

Die Stunde mit Archimedes war
sehr gut. Was nicht gut war,
dass am Anfang zu viel Stoff
beisammen war.




PP

Vertiefter Einblick in das Rund-
land und Eckenland bekommen
zu haben. Den Ubergang von
Rund- zu Eckenland gesehen zu
haben, auch mit vertieftem Ein-
blick in die Zahl .

Ich fand diese Lektionen unter-
haltend und doch lehrreich. Es
erleichtert vieles, wenn man das
Besprochene vor den Augen hat.

Das Aufzeichnen der verschie-
denen Kérper mit der entspre-
chenden Erklarung half mir
sehr, weil ich mir dann die
Formeln vorstellen konnte.

Das Bearbeiten der Zahl = fand
ich gut, vor allem dass man mal
ein bisschen langer an etwas
macht und sich vertieft. Doch
diese Formeltabellen der Anna-
herung fand ich zu viel, auf
Dauer zu klar und langweilig.

Bei den Satzen von Archimedes
musste ich zweimal lesen, bis ich
sie verstand. Den Teil mit dem
Kegel fand ich sehr anspruchs-
voll — Oberflache des Kegels.
Das Anfreunden mit dem Rund-
land war fir mich sicherlich
schwieriger als mit dem Ecken-
land.

Der Archimedes beeindruckte
mich sehr. Ich finde es span-
nend zu sehen, wie er auf diese
Formeln kam und was er schon
alles gemacht hat. Die Bezie-
hungen zwischen Zylinder, Ku-
gel und Kegel fand ich gut
ersichtlich.

Lehrreich waren die beiden
Lektionen nicht gerade. Doch
das Vorlesen fand ich schon. Ich
wusste gar nicht, dass es solche
Biicher gibt (nicht nur For-
meln).

Den Besuch von Archimedes
fand ich lehrreich und zugleich
eindricklich. Es ist mal etwas
anderes als das standige Auf-
gaben und Formeln ldsen.
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Kérperberechnung.
Annaherung an die Zahl .

Die erste Lektion war sehr
interessant. Das eigene Formen
von Kdrpern hat Spass gemacht.
(Gute Idee mit Halbklasse). Das
Abzeichnen und Schattieren der
Korper war uberflissig.

Die historische Ubersicht hat
mir sehr gefallen. Man konnte
schauen, wie lange man z schon
kennt. Die Satze von
Archimedes haben mir nicht
sehr geholfen, sie haben mich
eher verwirrt.

Das Ausschneiden eines Trich-
ters war eine sehr lehrreiche
Aufgabe.

Das Herleiten der Formel fir
die Berechnung der Kugel hast
du viel zu schnell und kurz
erklart.

Sehr lehrreich waren die Teile
des Unterrichts, bei denen man
nicht nur Uberlegen, sondern
auch von Hand etwas machen
musste (Ton, Trichter). Der
Auftritt von Archimedes war
Uberzeugend. Wenn du etwas an
der Wandtafel erklarst, was wir
aufschreiben sollten, geht es
meistens viel zu schnell.

Visualisierung der zentralsten Positiv: selbstdndige Arbeit mit | Die Nachahmung der Anné- | Positiv: selbstandiges Arbeiten. Der Auftritt war interessant, Das erneute Erstellen der For- [ Positiv: selbstandiges Ausprobieren

x Korper. Positiv: Tonkneten dem Blatt, wo man selbst die | herung war sehr interessant. Die amiisant und  unterhaltsam, | meltabelle half, um Wissensfort- | (Trichterberechnung), Aufgabenblat-

x Negativ: Formeltabelle ausfill- | Korper zeichnen musste, For- | Tabelle z. T. zu kompliziert. lehrreich im Bezug auf Archi- | schritte zu beobachten. Gute ;igvf;ng;ri';::::zx}:l:AZfrmEIn zum
len ohne Grundkenntnisse. melzusammenfassung. medes’ Lebenswerk. Formelsammlung.

Die Annéherung an die Zahl x ! Diese Lektionen waren sehr Wieder mal ein bisschen Ab- Fand ich sehr lustig! Ein biss- | Sehr praktische Formelsamm- Ich finde es sehr gut, dass sie den

lustig und amiisant. Dies liegt wechslung durch geschichtliche chen Abwechslung schadet nie! lung! Danke! Unterricht so gestalten, dass wir nicht

P : P . . nur stur Matheaufgabe fiir Matheauf-

w_ahrschemllch daran, dass_ww Texte und Ereignisse in Arc_h|- gabe losen, sondern, dass sie uns

wn d_leses_Thema_ dazumals spiele- medgs Leben. Sehr eindriicklich immer mit geschichtlichen Hinter-

N risch in Angriff genommen ha- und interessant. griinden, Erzahlungen ... ein bisschen

ben. Das fand ich sehr gut.

Abwechslung ins ,,Spiel“ bringen.
Jedoch sollten sie wahrend dem Unter-
richt mehr nachfragen, ob wirklich
allen alles klar ist, denn ich glaube dies
ist nicht immer der Fall.
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Die Anndherung an die Zahl ©
und die Zusammenhange der
Korper.

Interessante Lektionen als Ein-
flhrung in die Stereometrie.

Fir mich das Kapitel, das am
schwersten zu verstehen war.

Annéherung an die Zahl & war
sehr komplex, es war schwierig,
alles nachvollziehen zu kénnen.
Etwas viel Details, die vom
Wesentlichen abweichen!

Habe ich recht schnell begriffen.
Unterricht war gut erklart.

Amisante Lektion mit Archime-
des. So fallt es leichter, den Stoff
aufzunehmen.

Endlich ist sie da!

An der Tafel, wenn wir Formeln
erarbeiteten, ging es manchmal zu
schnell. Du warst oft schon fertig mit
Aufschreiben, wahrend wir noch am
Anfang der Formel waren und Uber-
legten. Dann konnten wir nicht beim
aktuellen Schritt mitdenken und wuss-
ten nicht mehr, was passiert war. doch
im Grossen und Ganzen war der
Unterricht ~ sehr  lehrreich  und
interessant.
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Alles hangt mit allem
ZUSAMMEN !

Super fand ich das Korperfor-
men mit Ton.

Habe ich schon gekannt.

Ich fand es interessant, zu sehen
wie sie schon damals auf diese
Zahl ® gekommen sind.

Die beiden Korper sind ahnlich
und doch verschieden.

Dass Archimedes immer noch
lebt, beweist, dass er ein Genie
ist. Sein Leben und seine Taten
finde ich wirklich interessant
und bewundernswert.

Mit der Formelsammlung mus-
sen wir weniger auswendig ler-
nen und das freut mich sehr.

Weniger Beweise, mehr prakti-
sches Rechnen. Ansonsten fand
ich den Unterricht lebendig ge-
staltet (Archimedes, Ton, ...)
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Es besteht ein Zusammenhang
zwischen dem Ecken- und
Rundland. Figuren aus dem
Rundland kénnen durch Figu-
ren aus dem Eckenland herge-
leitet werden. Grenzwarter .

Durch das Erstellen von Ton-
figuren konnten wir uns die
dreidimensionalen Figuren an-
sehen und mussten sie uns nicht
nur vorstellen. Die Formel-
tabelle strukturierte das Ganze.

Berechnung der Koérper im
Eckenland zum Herleiten von
Formeln fiirs Rundland.

Entwicklung der Zahl . Rekord
der Zahl x.

Gefallen: Tonfiguren: Sehen der drei-
dimensionalen Figuren in Wirklich-
keit. Formelsammlung auf Blatt:
Hilfreich fiir den Uberblick.
Archimedes: Einblick in sein Leben.
Goldkugel: praktische Anwendung.
n-Rekord: Aktuelles.
Verbesserungsmaglichkeit:  Fur die
Flachenberechnung des Drehkegels ein
Blatt als Stiitze.
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Die Annéherung zur Zahl z.
Formel von Grundflache und
Volumen. Zusammenhange ver-
schiedener Figuren.

Bei Korperfamilie waren wir
uns nicht einig. Die Formelta-
belle ist grosstenteils geraten.

Waurfel und Quader leicht. Fur
Pyramide und Prisma, leichte
Probleme beim Finden der
Formel.

War interessant. Ich frage mich
immer noch, wie Archimedes
diese Zahlen ohne Taschenrech-
ner rechnen konnte. Und ich
finde es faszinierend, dass man
vor Christus schon ® um 1/10
verfehlte.

Dies war fast eine Repetition,
weil man die Formeln vom
Eckenland kennt (Pyramide
und Quader).

Der Auftritt war hilfreich. Die
Kugel war anfangs schwer be-
greiflich, bis man das Blatt mit
Briicken zwischen Oberflache
und Volumen der Kugel bekam.
Es war am Schluss eine hilf-
reiche, auffrischende Repetition.

Man hat nun eine Formel-
sammlung. Damit kann man
diese Formeln jedes Mal nach-
sehen.

Ja, sie war sehr lehrreich. Mir
kommen keine Verbesserungs-
vorschlage in den Sinn (ausser
beim Archimedes-Kostiim).




Im Einstieg entsteht die Kérperfamilie:

Am Einstieg hat das praktische Gestalten gefallen. Es wird als ,,unterhaltend und doch lehr-
reich® (PP) empfunden. Das Arbeiten mit Halbklassen hat den Vorteil, dass alle gut beteiligt
sein konnen. Fiir EE kommt bereits hier zum Ausdruck, dass alle Formen miteinander ver-
bunden sind. MM kritisiert, dass wir das Arbeiten mit Ton nicht weiterfiihrten. Die Korper
waren immer da und auch der Ton wére bereit gewesen. Manchmal setze ich ihn beim
Unterteilen eines Wiirfels in gleiche Pyramiden wieder ein. Denkbar ist auch eine Wieder-
verwendung im Rundland im Zusammenhang mit der Waage. Die Tabelle, als erste Auseinan-
dersetzung mit Formeln zu den K&rpern gedacht, wird von VV als strukturierendes Element
erlebt, wihrend sich NN hilflos fiihlt bei dieser ersten Anndherung an die Tabelle. Am Ende
des Lehrstiicks kommt die Tabelle ja wieder: ,,Gut, dass man sich nochmals alles, was man
gelernt hat, durch den Kopf gehen lassen kann, war ja nicht gerade wenig, aber interessant.*

Die Korper im Eckenland:

Bis auf die Pyramide sollte dieser Abschnitt Repetition des 8. Schuljahres sein. Wir wiederho-
len vieles. Die Unterschiede sind gross. Von UU: ,,Habe ich schon gekannt.“ bis TT: ,,Fiir
mich das Kapitel, das am schwersten zu verstehen war.* Das Blatt mit den Korpern im Wiirfel
fordert das Anschauungsvermogen und ist geeignet fiir selbstindige Auseinandersetzung mit
diesen Korpern. Ich setzte es ein, um die Wissensunterschiede zu verkleinern.

Ann&herung an die Zahl 7:

Der historische Teil zur Zahl &, auch ein Stiick Ideengeschichte, kommt gut an. Zur Tabelle
meint RR: ,,Die Nachahmung der Anndherung war sehr interessant. Die Tabelle z. T. zu
kompliziert.“ Dabei ist vermutlich die Ausrechnung gemeint. Diese ist anspruchsvoll und
aufwiéndig, aber immer noch einfacher, als wenn wir, wie Archimedes vor 2250 Jahren, alles
von Hand rechnen wiirden. NN: ,,Die Sitze von Archimedes sind hoch interessant, aber nicht
so leicht zu verstehen.” Genau das ist die herausfordernde Seite an diesen Sdtzen! Wer sich
durchringt, bis er sie versteht, hat einen Denkprozess geleistet, auf den er stolz sein darf.

Im Rundland:

Wer sich von den Uberlegungen im Eckenland leiten liess, hatte im Rundland nicht allzu viel
Miihe. Nach dem aufwéndigen Ausfiillen der Tabelle ist die Trichteraufgabe ein Methoden-
sprung: Nachdenken und Handeln in enger Verbindung. EE gelingt es sogar, aufgrund des
konkreten Trichters Riickschliisse auf Korper im Eckenland zu ziehen.

Archimedes tritt auf, erldutert das Kugelvolumen und zeigt den Weg zu einfachen Beziehun-
gen: Der Auftritt von Archimedes brachte ,,Hintergriinde und durchaus Wissenswertes* (DD),
man konnte sich das dank Sand, Waage, Schreibtafel, etc. gut vorstellen. Einzig die Formel
fiir das Kugelvolumen hatte Archimedes ,,viel zu schnell und kurz erklért. Hier wurde ein
Ausschnitt etwas anspruchsvolleren Denkens von Archimedes préisentiert, der dank der Vor-
kenntnisse dieses Schuljahres nachvollzogen werden kann. Zum genaueren Nachvollziehen
stand in der zweiten Lektion geniigend Zeit zur Verfiigung. Wer sich diese Miihe macht, ge-
winnt eine andere Achtung vor den Leistungen des Archimedes. Eine innere Stimme sagt mir:
,.Bleibe bei dieser Prasentation! Wir neigen dazu, immer alle Hindernisse aus dem Weg zu
raumen. Wo bleibt da die besondere Herausforderung? Wo sollen interessiertere und begab-
tere Schilerinnen und Schiller ihre Krafte entfalten? Warum verweigern wir ihnen das
mogliche Erfolgserlebnis? Und wie sollen sie die Leistung von Archimedes wiirdigen kénnen,
wenn sie nicht fir einmal seinen Weg gegangen sind? Immer nur die Normalrouten zu
begehen, das ist zu wenig!*
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Eigene Formelsammlung. Uberblick zum Abschluss:

Die Freude ist gross. Erstens das Erlebnis von GG: ,,Ich war dariiber sehr erfreut, die Formel-
sammlung ohne grosse Miihe ausfiillen zu konnen. Zweitens wird ein klidrender Uberblick
geschaffen von NN: ,,War ja nicht gerade wenig, aber interessant.” Drittens herrscht bei den
meisten, wie bei AA: ,Freude iiber die erste Formelsammlung!* Oder TT: ,,Endlich ist sie
da!* Und UU: ,,Mit der Formelsammlung miissen wir weniger auswendig lernen und das freut
mich sehr.” Allerdings hat die Formelsammlung auch eine andere Seite. Wir haben uns inten-
siv mit den Formeln, ihrem Zustandekommen und ihrer gegenseitigen Bedingtheit auseinan-
dergesetzt, so dass diese Formeln samt ihren Bedeutungen im Kopf abrutbar sein sollten, und
zwar ohne zusdtzliches Auswendiglernen. Alle wissen, dass die Kreisflache das n-fache von
r” ist. Wer sich jetzt an die zwei Seiten des Mondes erinnert, wird leicht die Kugeloberfliche
bestimmen kénnen. Die Formelsammlung verleitet leider immer wieder dazu, nachzuschlagen
statt nachzudenken. Schade!

Schlussbemerkungen:

Wir horen viele positive Stimmen wie schon bei den Riickmeldungen zu den einzelnen Akten.
Pfliicken wir ein paar kritische Anmerkungen heraus: AA wiinscht: ,,Bitte ein bisschen lénger,
eingehender, einfacher erklaren.” In Lehrstiicken arbeiten wir oft prozesshaft. In der Klasse
nimmt der Prozess nicht immer den einfachsten Weg. Die Bitte von AA bezieht sich beson-
ders auf die Berechnung des Kugelvolumens. Das Dilemma des Vorgehens habe ich erwéhnt,
es geht immer auf Kosten des einen oder anderen Schiilers. Vielleicht werde ich im Nachhi-
nein mit einem Arbeitsblatt die einfache Variante darstellen. Vermeiden mdochte ich aller-
dings, dass wir damit die grossartige Leistung von Archimedes schmilern. — SS kritisiert:
,Jedoch sollten sie wihrend dem Unterricht mehr nachfragen, ob wirklich allen alles klar ist,
denn ich glaube, dies ist nicht immer der Fall.“ Es gibt im Lehrstiick Phasen, wo wir lange
gemeinsam verweilen, in die Tiefe gehen, den Kern der Sache erértern, bis ihn alle begriffen
haben. Es gibt andere Sequenzen, in denen sich der Einzelne in grosser Eigenverantwortung
mit méglicher Unterstiitzung von Kollegen, Kolleginnen und Lehrkraft Klarheit verschaffen
muss (wenn er wirklich will!). Vielleicht muss ich diesen Unterschied in Zukunft noch klarer
kommunizieren! — Die Arbeit an der zTabelle wird von Einzelnen als lange, langweilig oder
als kompliziert empfunden. Hier kénnten wir die Berechnung friher an die Tabellenkalkula-
tion delegieren, bereits nach einigen Zeilen, sobald das weitere Vorgehen klar ist. — Im Auf-
gabenteil habe ich Pyramidenstumpfe eingebaut, die logisches Denken erfordern und zeigen,
wie Streckungsiiberlegungen in der Stereometrie niitzlich sind. Dies hat offenbar einige Schii-
ler tiberfordert. UU wiinscht: ,,Weniger Beweise, mehr praktisches Rechnen.” Das logische
Herleiten der Formeln ist Kernidee dieses Lehrstiicks und sollte deshalb nicht weiter gekiirzt
werden. Die Anwendungsbeispiele liessen sich vermehren, was allerdings das Lehrstiick ver-
lingern wiirde. Heben wir zum Schluss von den vielen positiven Riickmeldungen wenigstens
DD hervor: ,,Alles war von Anfang bis Schluss sehr komplett und auch hintergriindig gut
gestaltet und mit viel Finesse verfeinert.“ Danke!

Werfen wir den Blick darauf, wie zwei Schiiler oder Schiilerinnen das Lehrstiick als Ganzes
erlebt haben.

EE erlebt als zentrale Erkenntnis die Tatsache, ,,dass das eine mit dem anderen verbunden
ist.“ Das bezieht sich wohl auf Eckenland und Rundland, heisst aber auch: ,,Alle Formen sind
mit einander verbunden.” Offenbar bezieht sich AA auf bereits Bekanntes und findet Interesse
daran, dass neue Formeln daraus abgeleitet werden konnen. Das Strukturieren beginnt. Bei
den Pyramiden und damit auch bei den Anwendungen im Wiirfel tauchen die ersten Schwie-
rigkeiten auf. Es ist erstaunlich, dass die anspruchsvolle Anndherung an © weniger Probleme
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bereitet. Als Novum hat die Zahl © vermutlich neues Interesse geweckt. Erfreulich ist, dass
die kopf- und handorientierte Auseinandersetzung mit dem Trichter sogar riickwirkend die
Pyramide begreifen ldsst. Der Auftritt von Archimedes war lustig und einleuchtend. Aller-
dings musste sich AA sehr anstrengen, um die anspruchsvollen Zusammenhinge zu verste-
hen. Das Erfolgserlebnis blieb nicht aus. Die Beziehung zu den Formeln ist hergestellt. Diese
sind nicht schwer einzusehen. Ohne die nétige Vorsicht konnten sie aber verwechselt werden.
Die kleine Formelsammlung wird begriisst. Alles ist einigermassen verstanden. Rétselhaft ge-
blieben sind die Pyramiden, vor allem wenn oben ein Teil fehlt. Bei AA horen wir ein Stau-
nen und Achtung vor dem Wissen, das sich die Menschen bereits vor Jahrtausenden aneigne-
ten. Die ganze Geometrie bis zum 9. Schuljahr (und noch viel mehr) wurde bereits damals
entwickelt.

HH tut sich schwer mit der Mathematik. Der Einstieg fand Gefallen. Er kniipfte offenbar bei
Bekanntem an, wies auf Vergessenes und Neues hin. Die Oberflache der Pyramiden und die
Diagonalen bereiteten Probleme. Hier sind ein gutes Vorstellungsvermogen und der Satz des
Pythagoras gefragt. Fiir HH ist der Zugang vom Sprachlichen her zum Problem offenbar ein-
facher als liber Berechnungen. Die Wurzeln faszinierten. Der Trichter verlangte wieder viel
Denk- und Vorstellungsvermogen. Die Aspekte iiber Archimedes und sein Leben fanden
Anklang, die Kletterroute zum Kugelvolumen war fiir HH allerdings zu schwierig. Trotzdem
wurde es HH méglich, die Beziehungen der Kérper im Rundland zu verstehen. Der Uberblick
und die Formelsammlung am Schluss bieten willkommene Orientierung: ,,Jetzt weiss ich wo
mein Kopf steht*. HH ist langsam, kann sich aber helfen und findet den Weg: ,,Weiss, wo ich
noch Probleme habe und was ich nochmals anschauen muss!*

Leider konnte ich den Schiilerinnen und Schiilern die Gedanken, wie ich sie oben formuliert
habe, nicht mitteilen. Die Sommerferien kamen dazwischen und ich gab die Klasse fiir ein
halbes Jahr an einen Kollegen ab. Zwar traf ich die Klasse kurz, um das Poster fertig zu
stellen, aber das Interesse an einer Riickmeldung war nicht vorhanden.

3.6 Didaktische Interpretation: Methodentrias

Exemplarisch

Die einfachsten der Korper, die uns tagtidglich umgeben, sie entstehen in unseren Hénden.
Diese Korper stehen in Beziehung zueinander, sie bedingen einander in der Korperfamilie.
Welches ist ihr gegenseitiger Bezug, welches thr Verwandtschaftsverhéltnis? Die Beziehun-
gen dieser Korper zueinander bestimmen die Struktur des Lehrstiicks und liefern zugleich den
roten Faden bis zum Schluss. Wir nehmen uns Zeit, diese Korper herzustellen, uns mit ihren
Namen und Formen anzufreunden und ihre Entsprechungen im Alltag ins Auge zu fassen. Im
Eckenland steht der Ubergang vom Quader zur Pyramide im Zentrum. Warum muss bei der
Volumenberechnung durch 3 geteilt werden? Zerlegungen von Wiirfel und Prisma zeigen uns
die Begriindung. Der Wiirfel lehrt uns auch verschiedene andere regelmissige Korper wie
Tetraeder, Oktaeder und Kuboktaeder unter neuem Aspekt zu sehen und zu verstehen.

Eckenland und Rundland sind zwei getrennte Welten. Fiir den Ubergang hilft uns Archimedes
als Fadhrmann. Das Runde wird — in einem endlosen Prozess — von innen und von aussen
durch das Geradlinige angendhert. Das Jahrtausende alte und noch heute andauernde Ringen
der Menschheit um diesen Ubergang und um die Bestimmung von © verweist auf die
Schwierigkeiten dieses Ubergangs. Sind wir im Rundland angelangt, so werden die Beziige
wieder einfach. Einzig die Kugel will errungen sein. Meister Archimedes als Protagonist
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weist uns einen genialen Weg und fiihrt uns zur Schonheit der Verhéltnisse. Das Ritsel ist
gelost, die Familie der Korper ist uns vertraut, der Weg vom Wiirfel zur Kugel ist durchschrit-
ten und die Resultate liegen jetzt auch mit der Formelsammlung vor uns. Ob wir uns wieder
an die einfachen Beziige erinnern beim Betrachten einiger Glédser auf dem Tisch oder des
Vollmondes am Himmel?

o
: o
Z
T f
L &@
2 &
R <
~ & ‘2'?7
% é Q;S %O
Sy 7%\0 g & N
O, 4{3929 > ‘%FO = éﬂf A
&, NIF
!\3 (“6\ O’Yﬁ
GESCHICHTE DER .. - r
MATHEMATIK VOM WURFEL REIDRSION
' ZUR KUGEL (FRAKTALE)
Geometrie Algebra
Ahnlichkeit Proportionen
Flichen, Volumen lineare Gleichungen
Satz des Pythagoras Wurzeln

Genetisch
Der Weg vom Wiirfel zur Kugel, vom Eckigen zum Runden entspricht in etwa auch dem

Gang der Erkenntnis. Das Eckenland ist friih ergriindet, obwohl auch fiir das Pyramiden-
volumen ein unendlicher Grenzprozess vonnéten ist. Uber Zylinder und Kegel ist vieles be-
kannt, aber erst 150 Jahre nach Euklid gelingt es Archimedes, das Geheimnis der Kugel, der
einfachsten und reinsten Gestalt, zu fassen. Methodisch folgen wir den Spuren von Archi-
medes: Mit den Hinden erschaffen wir unsere Korper, durch Experimentieren und Wigen
gelangen wir zu unseren Vermutungen und schliesslich konnen wir mit dem Kopf die Er-
kenntnisse klar formulieren und begriinden. Historisch-genetisch setzen wir uns mit verschie-
denen in der Antike formulierten Erkenntnissen auseinander, versuchen sie zu verstehen und
zu ergriinden. Und erst spiter gelingt es sogar, diese Erkenntnisse in einer eleganten Kurz-
schrift, mit einer Formel, festzuhalten. Formen — Formulieren — Formeln (im Sinne von
Formeln gewinnen), diese drei Tétigkeiten begleiten uns durch das Lehrstiick und dies ist
auch der Dreischritt, den wir alle individual-genetisch durchlaufen sollten. Nur so ist eine
Formel eingewurzelt und bedeutungsvoll, nur so erleben wir mit dieser Kurzform auch die
Kraft der damit verbundenen Form und die Stérke der klar formulierten Erkenntnis.

Dramaturgisch

Archimedes begleitet uns durch das ganze Lehrstiick hindurch. Es beginnt mit dem grossen
Wurf des Sandrechners in die Weite des Alls und des Zahlenreichs, liber seine Anndherung
von 1 und die Eroberung der Kugel bis zum Geheimnis {iber Archimedes’ Grabmal. Ebenso
begleitet uns die Korperfamilie. Sie entsteht in und aus unseren Hénden, wird formiert und
bestimmt die Struktur des Lehrstiicks mit Eckenland, Ubergang zum Runden und Rundland.
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Wir erleben in gut 20 Lektionen den zu Beginn vorgezeichneten Weg vom Wiirfel zur Kugel,
wobei jeder der Korper zu seiner Zeit im Zentrum steht und dann wieder zuriicktritt, aber
prasent bleibt. Gleichzeitig verwandelt sich das anfangliche Formelchaos zur geordneten, be-
deutungsvollen Formeltabelle, die Formen werden ergidnzt durch die Formeln. Die verwirren-
de Vielfalt der Kérper vom Anfang hat sich strukturiert und weist schliesslich iiberraschend
einfache Verhiltnisse auf. Mit Blick zuriick ldsst sich der Gang durch die Welt der mathema-
tischen Korper eindriicklich mit einem Poster abrunden.

3.7 Das Lehrstick in der Fachschaft

Am 5. Dezember 2003 présentiere ich das Lehrstiick in meinem Zimmer: Von den 16
eingeladenen Fachlehrkriften kommen immerhin deren fiinf: Martin und Hansueli vom
mathematisch-naturwissenschaftlichen Gymnasium, Barbel und Hans vom Literargymnasium
und meine kiinftige Praktikantin Isabelle. Da zwei von ihnen friihzeitig wieder gehen miissen,
bleiben nur 45 Minuten Zeit. Das Material habe ich auf Tischreihen fiir einen Rundgang
durch das Lehrstlick nach Akten ausgebreitet. Nach einigen einfithrenden Bemerkungen iiber
Lehrstiicke konzentrieren wir uns kurz auf die Anordnung der Korperfamilie. Martin
berichtet, dass auch im mathematisch-naturwissenschaftlichen Gymnasium die Jugendlichen
die Korpernamen nicht kennen. Das Zeichnen der Korperfamilie findet bei allen Anwesenden
grossen Gefallen. Ich bin selbst erstaunt, wie viel in der ersten Doppelstunde behandelt wird.
Im Eckenland liegen viele aus Karton hergestellte Korper. Barbel erkundigt sich, ob all diese
Korper in der Stunde entstanden seien. Nein, ofters habe ich den Hausauftrag erteilt, ganz
bestimmte Kdrper zu bauen und oft wurden diese dann in der folgenden Stunde zueinander in
Bezug gesetzt, z.B. indem einige von ihnen zusammen in einen Wiirfel passen mussten. Beim
Kreis wendet Martin ein, dieser sei ja bekannt. Aber es wird zugegeben, dass hier viel Neues,
insbesondere auch Historisches dazukommt und dass ein hohes Mass an anspruchsvoller
Repetition des Quartastoffes integriert ist: Pythagoras und der Umgang mit Wurzeln, Glei-
chungen I6sen, Ahnlichkeit. Der Text des Papyrus Rhind scheint unbekannt zu sein. Dass wir
hier beim algorithmischen Rechnen an Grenzen stossen, wird besonders beachtet. Im Rund-
land werden vor allem die vielfdltigen Zusammenhénge und meine Gléser bestaunt. Leider
sind die 45 Minuten allzu rasch um. Zum Poster gibt es keine Reaktionen. Von Bérbel,
welche kiirzlich mein Lehrstiick zu Pythagoras angeschaut hat, erfahre ich, dass ihr dieses
Lehrstiick bedeutend besser gefillt. Schade, dass alle bereits wieder im eigenen Unterricht
verschwinden miissen. Das eine oder andere zusitzliche Feedback hitte mich interessiert.
Dafiir nimmt sich Urs Honer, unser Rektor, wenig spéter eine Viertelstunde Zeit, um mit mir
zusammen die Auslage anzusehen. Derartige Unterstiitzung und Wertschitzung wiinsche ich
allen Lehrkriften, die innovativ ihren Unterricht verbessern wollen und damit die Schule
verdandern!

Da einige meiner Kollegen ihr Bedauern ausdriicken, dass sie nicht dabei sein konnten, be-
schliesse ich nach Riicksprachen, die Prasentation am 12. Januar zu wiederholen. Wiederum
erscheinen fiinf Interessierte: Klaus, Heiner und Niklaus vom Wirtschaftsgymnasium, Hans-
Jorg vom mathematisch-naturwissenschaftlichen Gymnasium und Cornelia aus einem anderen
Berner Gymnasium. Diesmal haben wir eine ganze Stunde zur Verfiigung. Der Rundgang
durch das Lehrstiick wird etwas lebendiger, insbesondere da Cornelia das Lehrstiick kennt
und ebenfalls im Unterricht anwendet. Auch sie ldsst in der ersten Doppelstunde die Korper
abzeichnen. Beim Einstieg zum Kreis bringt sie ein Brett mit gezeichnetem Kreis und einge-
schlagenen Négeln, um den Umfang zu diskutieren. Klaus ldsst auf einem Seidenpapier einen
grossen Kreis und darin an beliebiger Stelle ein Quadrat mit dem Radius als Seitenléinge
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zeichnen. Dann wird das Blatt mehrfach gefaltet und mit einer Nadel hundertfach durch-
stochen. Nach dem Entfalten ldsst er die Punkte innerhalb des Quadrats und des Kreises
auszdhlen und daraus erhilt er m auf drei Stellen genau. Dem entspricht der ,,Zufallsregen®,
den Hans Jorg am Computer auf ein Quadrat mit einbeschriebenem Viertelkreis féllen lésst,
um dann auch das Punkteverhéltnis zu bestimmen. Mit dem Vorgehen von Cornelia sind wir
allerdings am niichsten bei den Uberlegungen von Archimedes. Vor dem Buch mit den Ab-
handlungen von Archimedes stehend, verdeckt Hans Jorg mit einem Finger das ,,Ab“. Es
entsteht ein neuer Untertitel fiir das Lehrstiick: ,,Handlung und Abhandlung* oder ,,Von der
Handlung zur Abhandlung®. Mit Hinweis auf die Auslage erwédhne ich meinen bisherigen
Untertitel: ,,Formen — Formulieren — Formeln®. Ist es ein Qualititszeichen fiir Lehrstiicke,
wenn priagnante Untertitel entstehen? Wir diskutieren die Methoden zur Herleitung des Ku-
gelvolumens. Entscheidend fiir die Wahl wird wohl die Leistungsbereitschaft der Klasse sein.
Zum Abschluss bemerkt Cornelia liber das Lehrstiick: ,,Da steckt die ganze Mathematik drin.*
Sie nimmt die vorkommenden Ideen gezielt spater im Unterricht wieder auf: Volumenberech-
nungen bei den Reihen, Kegel bei den Optimierungsaufgaben, die Idee der Scheiben in der
Integralrechnung. Hans Jorg, der selbst vor Jahren Wagenschein personlich in Seminaren
erlebt hat, ist begeistert vom Ausmass der Handlungen in diesem Lehrstiick. Der Umgang mit
Material liege ihm weniger, er und seine Kollegen am mathematisch-naturwissenschaftlichen
Gymnasium wiirden zu formal und zu platonisch unterrichten. Klaus gefillt diese Inszenie-
rung wegen der vielen einpriagsamen Bilder, die erzeugt werden. Er kann sich gut vorstellen,
das Lehrstiick bei sich bietender Gelegenheit in dieser Form durchzufiihren. Selbst die Rolle
des Archimedes scheut er nicht. Er bedauert ein wenig, dass die Jugendlichen in diesem Lehr-
stiick nicht die Moglichkeit haben, in eine Rolle zu schliipfen wie im Lehrstiick zur Wahr-
scheinlichkeit, wo sie mit spielerisch-kreativen Elementen Briefe entwerfen. Niklaus findet
das Lehrstiick vielfdltig und abwechslungsreich. Thm gefillt besonders der Bezug zur Antike,
die sonst auf unserer Stufe oft vernachlédssigt werde. Die Akte III und IV erforderten
intensives Mitdenken der Schiiler. Der 1. Akt mit dem Ton entspreche weniger seinem
Naturell. Vielleicht werde er aber iiber seinen Schatten springen. Ich werde mit ihm zusam-
mensitzen, bevor er in wenigen Monaten die Stereometrie unterrichten wird.

Insgesamt haben sich mit diesen zwei Préasentationen 8 der 15 Fachkollegen der Gymnasien
Bern-Neufeld, also gut die Hélfte, fiir dieses Lehrstiick interessiert und es kennen gelernt.

3.8 Die Ideengeschichte im Lehrstiick

Betrachten wir in den Riickmeldungen der Schiilerinnen und Schiiler die zentralen Erkennt-
nisse, so erhalten wir Hinweise auf die erlebten Grundideen. VV: ,,Es besteht ein Zusammen-
hang zwischen dem Ecken- und Rundland. Figuren aus dem Rundland kdnnen durch Figuren
aus dem Eckenland hergeleitet werden. Grenzwirter n.* UU: ,,Alles hdngt mir allem ZU-
SAMMEN!* WW: | Zusammenhénge verschiedener Figuren.“ SS (u. a.): ,,Die Anndherung an
die Zahl n!* KK: ,,Dass sehr viele Korper verwandt sind und man so gewisse Formeln ablei-
ten kann.“ II: ,,Dass ich die Formeln nachvollziehen kann. (Formeln der Stereometrie)* Das
raumliche Strukturieren [6] mit den verschiedenen Korpern, die Anndherung an m [8,9] und
das Entwickeln und Verstehen von Formeln [7] sind offenbar die zentralen Ideen.

Zu Beginn lassen wir die verschiedenen einfachen Korper in unseren Hénden entstehen. Sie
werden uns durch das ganze Lehrstiick hindurch begleiten. Dabei denke ich an Heymann
(1996, S. 177): ,,Die Idee des rdumlichen Strukturierens kann sich nur entfalten, wenn (auch)
immer wieder der dreidimensionale euklidische Raum praktisch und vorstellungsmaéssig als
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Referenzrahmen herangezogen wird.” (Grundidee [6]) Wir erleben, wie sich die einfachen
Korper zueinander in Beziehung setzen lassen. Sie unterteilen sich in Eckenland und Rund-
land, es gibt aber eine intensive Verwandtschaft selbst iiber die Kluft hinweg, so zwischen
Prisma und Zylinder einerseits, zwischen Pyramide und Kegel andererseits. Wir formen die
Korper aus Ton, bauen sie aus Karton oder Papier, erstellen Handskizzen und zeichnen aus
ithren Rissen die Korper im Wiirfel. Dabei schirfen wir das Auge fiir Kérper und Formen im
Alltag.

Beim Formen zu Beginn des Lehrstiicks entsteht die Kugel als ,,einfachster” Korper. Aber
was ist eine Kugel? Hier sollten wir verstéirkt die Gedanken auf das Wesen der Kugel, auf die
dahinter stehende Idee gemadss Platon lenken. Bei all unseren Betrachtungen durch das ganze
Lehrstlick hindurch haben wir zwar die realen Gegenstéinde vor uns, wir befassen uns aber
immer mit deren idealen Formen dahinter [2]. Erst die Idee der idealen Figur ldsst uns die von
Hand geformte Kugel wirklich begreifen. Wittenberg (1990, S. 220) nennt es ,.,ein geistiges
Greifen dessen, was vorher ungreifbar blieb.” Diese Zweiseitigkeit steckt auch in der ,,Metho-
de* des Archimedes: Der experimentelle Ansatz mit den real existierenden Korpern, welcher
keine exakten Aussagen liefert, steht bei ihm gleichwertig neben der theoretischen Erkennt-
nisfindung und Begriindung, die sich auf die idealen Gegenstiande bezieht. In unserem durch
Technik geprigten Umfeld finden wir viele Korper, die sehr nahe an der idealen Gestalt sind
und sich somit mit den herauskristallisierten mathematischen Formeln einfach berechnen
lassen [3].

Die zentrale Idee der Formeln [7] wird im Schullehrplan fiir das neunte Schuljahr angespro-
chen: ,,Die Bedeutung von Formeln erfassen; Formeln gewinnen, deuten, anwenden und
umformen.“ (Erziehungsdirektion des Kantons Bern 1996, S. 44) Ausgehend vom Formen
beginnen wir Zusammenhénge zu formulieren, die sich schliesslich in Formeln verdichten.
Das Grundmuster: ,,Formen — Formulieren — Formeln* zieht sich durch das ganze Lehrstiick
hindurch. Die Kraft der Formeln und ihre gegenseitig Abhdngigkeit werden deutlich in der
entstehenden Formeltabelle.

Aufgrund der Beziehungen und der Formeln offenbaren sich Zusammenhénge, die sich in
einfachsten Zahlenverhéltnissen [4] ausdriicken. Im Eckenland ergeben drei Pyramiden ein
Prisma, im Rundland stehen die Volumina vergleichbarer Zylinder, Kugel und Kegel im Ver-
héltnis von 3 : 2 : 1. Archimedes bringt es auf den Punkt mit seinem Satz iiber die Kugel und
den ihr umschriebenen Zylinder.

Die ganzen Zahlen geniigen aber nicht, wenn wir den Schritt vom Eckenland ins Rundland
gehen wollen. Um &, den Vermittler zwischen dem Geradlinigen und dem Runden kennen zu
lernen, miissen wir Messen [5]. Im Satz 3 seiner ,,Kreismessung® formuliert Archimedes
(Archimedes 1798, S. 104): ,,Jedes Kreises Umfang ist dreymal so gros als der Durchmesser,
und noch um etwas grdsser, ndmlich um weniger als 1/7, aber um mehr als 10/71 des
Durchmessers.* Doch der Umfang ldsst sich nicht einfach messen. Archimedes muss den Um-
fang mit immer kleineren Seitenldngen von aussen und von innen anndhern. Erst ein Algorith-
mus [8] liefert das Instrument, um dem Umfang und damit der Zahl © wesentlich ndher zu
kommen. Es braucht eine Intervallschachtelung, einen nicht abbrechenden Prozess [9], der es
uns erlaubt, die Zahl © zu fassen. Die historische Entwicklung der Anndherung an © zeigt,
dass das Verhéltnis Durchmesser zu Radius die Menschheit seit Jahrtausenden und bis heute
beschiftigt. Auch bei der Bestimmung des Kugelvolumens begegnen wir einem Prozess, der
ins unendlich Kleine hineinreicht, ein Verfahren, das fiir die Infinitesimalrechnung von funda-
mentaler Bedeutung ist.
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Bei den Korpern erleben wir die Mathematik als logisches Gebdude [1] wie in der ebenen
Geometrie. Die entstehenden Formeln lassen sich voneinander herleiten, es gibt eine logische
Hierarchie der Sitze.

Die Tatsache, dass die Grundideen in diesem Lehrstlick sehr stark pridsent sind, oder wie
Cornelia meint: ,,Da steckt die ganze Mathematik drin®, ist in der Tabelle ersichtlich:

Grundidee (1 | (21 | [381 | [4 | [81 | [6] | [71 | [81 | [91 | [10]

Représentanz o0 o0 ° [ X L) [ X ee0o ee0eo (XX

Godfrey Harold Hardy (1877-1947), ein britischer Zahlentheoretiker, soll einmal gesagt
haben: ,,An Archimedes wird man sich erinnern, wenn Aischylos vergessen ist — weil zwar
Sprachen sterben, nicht aber die mathematischen Ideen.*

171



172



