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5. DIE GEBURTSSTUNDE DER
WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG MIT PASCAL
Ein Lehrstlck zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
fur die 12. Klasse des Gymnasiums

5.1 Einleitung
5.2 Vorlage von Rolf Schudel/Barbara Krzensk
5.3 Struktur des Lehrstiicks
5.4 Unterrichtsverlauf: 8 Lektionen in der Prima
Ouvertire
I. Akt: De Mérés Frage
1. Akt: Pascals Antwort — Die Geburtsstunde
der Wahrscheinlichkeitsrechnung
I11. Akt: De Méré und die Antwortbriefe
Finale mit Riickblick und Ausblick
5.5 Feedback der Schiler zum Lehrstiick
5.6 Didaktische Interpretation: Methodentrias
5.7 Das Lehrstiick in der Fachschaft
5.8 Die Ideengeschichte im Lehrstiick

5.1 Einleitung

Spielsteine faszinieren seit Urzeiten. Zeigen sie mein Schicksal? Bringen sie mir Gluck?
Kann ich das Schicksal beeinflussen und mein Gliick begiinstigen? Das Wetter wird kaum
besser; unsere Mannschaft wird sicher gewinnen; wahrscheinlich wird nichts andern, aber der
Tod ist uns gewiss. In unserer Alltagssprache kennen wir ein ganzes Repertoire von Ausdri-
cken fur unser Mass an Gewissheit oder Ungewissheit, Sicherheit oder eben Unsicherheit.
Und wenn es um Wirfelspiele geht, so glauben wir, mit diesen Begriffen umgehen zu kon-
nen. Ein Sechstel betragt die Wahrscheinlichkeit, mit einem Spielwirfel eine 6 zu werfen,
zwei Sechstel betrégt diese Wahrscheinlichkeit, wenn wir zweimal werfen usw. Spatestens
mit dem siebten Wurf beginnen wir zu stutzen, denn dann msste ja unsere Chance 7/6 betra-
gen. Wir merken: So kann es nicht gehen. ,,Da steckt eine Gesetzmassigkeit dahinter, die wir
noch nicht kennen®, formuliert ein Schiiler treffend. Und genau um diese Gesetzmassigkeit
soll es hier gehen, um die KIl&rung unseres intuitiven Begriffs der Wahrscheinlichkeit.

Weil er nicht hinter diese Gesetzméssigkeiten schaut, geschieht dem Chevalier de Méré um
1650 bei seinen Glicksspielen Unerwartetes. Er glaubt, sein bisher erfolgreiches Spiel leicht
variieren zu konnen und ist vollig erstaunt, dass er jetzt mehrheitlich verliert. Fir ihn stimmt
die Mathematik nicht mehr mit dem praktischen Leben (berein, er versteht die Welt nicht
mehr. Da er diese Erfahrung nicht mit seinem proportionalen Denken erklaren kann, wendet
er sich verzweifelt an Blaise Pascal. Dieser beschaftigt sich intensiv mit dem Problem und
zeigt, dass im Bereiche der Wahrscheinlichkeiten das proportionale Denken keine Giltigkeit
hat. Dies ist die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung, einer mathematischen Dis-
ziplin, die sich mit der Beschreibung des Ungewissen befasst und ohne die unsere heutigen
Natur- und Sozialwissenschaften undenkbar sind. Der Ubergang vom intuitiven Erfassen der
Chancen bis zum Verstehen und Umgehen mit Wahrscheinlichkeiten ist ein Quantensprung.
Nach diesem Durchbruch erscheint uns auf dem neuen Hochplateau alles einleuchtend,
logisch, ja selbstverstandlich.
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5.2 Vorlage von Rolf Schudel/Barbara Krzensk

Rolf Schudel und Barbara Krzensk haben im Zusammenhang mit der Berner Lehrkunstwerk-
statt 11 ein gut 30 Lektionen umfassendes Lehrstiick zur Wahrscheinlichkeit entwickelt und in
mehreren Auffiihrungen in Arbeitswochen wie im kursorischen Unterricht optimiert. Die vier-
te und letzte der in ihrem Bericht (Schudel/Krzensk 2001) erwéhnte Inszenierung fand mit ei-
ner Klasse des 11. Schuljahres in einer Arbeitswoche statt. Rolf Schudel und Barbara Krzensk
eroffneten ihr Lehrstiick mit dem Roulettespiel und packenden Texten von Dostojewski zu
Spieler und Spiel. Dieser spannende Einstieg fuhrte mitten in Leidenschaft und Problematik
des Glicksspiels und brachte gleichzeitig die Begegnung mit einem hervorragenden Roman
der Weltliteratur. Im 1. Akt folgten Spiele mit Astragali und gewdhnlichen Wirfeln. So wur-
den ,,A-posteriori“- und ,,A-priori“-Wahrscheinlichkeit entwickelt, einander gegeniberge-
stellt. Damit fand eine vertiefte Auseinandersetzung mit dem Begriff ,Wahrscheinlichkeit*
statt. Der Il. Akt war dem Problem des Chevalier de Méré und den mehrstufigen Zufallsversu-
chen samt Baumdarstellung gewidmet. Hier wurde deutlich, warum das nahe liegende propor-
tionale Denken bei mehrstufigen Zufallsversuchen versagt. Es erfolgte eine theoretische
Fundierung des Erarbeiteten. Im Ill. Akt wuchsen die Baume mit dem Galton-Brett und der
Binomialverteilung in den Himmel. Als Zwischengang am Abend folgte die Uberraschung
mit dem Ziegenspiel. (Zwei Ziegen und ein Auto sind hinter drei Turen versteckt. Der Kann-
didat wahlt eine Ture, diese wird aber nicht gedffnet, sondern der Spielleiter 6ffnet eine ande-
re Tire in der eine Ziege erscheint. Soll der Kandidat bei seiner Wahl bleiben oder soll er
wechseln und auf die andere Ture setzen, um das Auto zu gewinnen?) Schliesslich wurde die
Thematik im V. und letzten Akt mit interessanten Problemen auf weitere Situationen ausge-
dehnt. Die Schilerinnen und Schuler wurden dabei herausgefordert, das Gelernte zu Ubertra-
gen und dann das Erarbeitete zu préasentieren. Der Prozess setzte sich im Schulalltag fort.
Nach den letzten Prasentationen folgten Erwartungswert, Ubungen, Probe.

Meines Erachtens liegt hier eine spannende, historisch und kulturell reichhaltige Unterrichts-
einheit vor, welche die Lernenden vielfaltig und aktiv in die Auseinandersetzung um die
Wahrscheinlichkeit einbezieht. Dank der Ubungen mit Beziigen zu verschiedensten Anwen-
dungen ergibt sich schliesslich eine fundierte Erarbeitung der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Im Fazit schreiben die beiden Autoren selbstkritisch tiber das Lehrstuck: ,,Es ist zu lang. ...
Die Uberlange macht es auch sehr schwierig, den Spannungsbogen aufrecht zu erhalten, was
sich vor allem im kursorischen Unterricht als ein Ding der Unmdglichkeit gezeigt hat. Unge-
wohnt fiir ein Lehrstiick sind die integrierten Ubungsphasen, die ich aber auf Grund der posi-
tiven Erfahrungen nicht missen mochte.” Dieses Lehrstiick orientiert sich, wie Gbrigens auch
meine Lehrstiicke ,,Quadrate vereinen — Quadrate entzweien* und ,,VVom Wirfel zur Kugel*
an einer ganzen Unterrichtseinheit des Lehrplans. Dadurch wird dieses Lehrstiick extrem lang.
Die Einheit wird bestimmt durch ein Oberthema, aber kaum durch eine Grundproblematik,
welche immer weiter vertieft wird und in Variationen das ganze Stiick durchzieht. Eine
Abrundung, ein gelungener Abschluss mit Ausblick will nicht gelingen.

Im Rahmen einer Prasentation dieses Lehrstlicks in Marburg tauchte die Frage auf, warum die
zentralen Spiele von de Méré nicht gespielt werden. Ein Versuch zeigte, dass diese Spiele
attraktiv sind und direkt zur Geburtsstunde der Mathematik fiihren. Diese Erfahrung war
Ausgangspunkt zur Entwicklung meines heutigen Lehrstiicks. — In einem Nachgesprach im
Dezember 2003 hat mir Rolf Schudel sein Unbehagen mit der L&nge dieses Lehrstlcks
bestatigt. Er war sehr angetan von meinem Kkirzeren, kompakteren und einheitlicheren
Lehrstiick, das auf den Spielen von de Méré aufgebaut ist und die Geburtsstunde der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ins Zentrum stellt. Wir sind beide der Ansicht, dass in der Mathe-
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matik die Zukunft eher den kurzeren Lehrstiicken gilt, welche ein besonderes Menschheits-
ratsel fokussieren. Zwar schmerzt es, dass das Roulette mit den Texten von Dostojewski
wegfallt, doch kann es spater im ,,Normalunterricht“ eingebracht werden. Idealerweise, da
waren wir uns einig, wird dieses kurze Lehrstiick spéter erganzt durch ein noch zu entwi-
ckelndes Lehrstiick zur statistischen Wahrscheinlichkeit mit den Astragali und mit Bernoulli.

5.3 Struktur des Lehrstlcks

Ouverture:

Astragali, agyptische Wurfel aus der Pharaonenzeit und gewdhnliche Spielwdirfel liegen auf
dem Tisch in der Mitte. Unsere regelméssigen Wiirfel sind vermutlich durch Abschleifen aus
den Astragali entstanden. Hier liegen von den &ltesten Spielsteinen der Welt. Gespielt wird
schon seit Urzeiten. Astragali und Wurfel wurden auch fir Orakel verwendet. ,,Alea iacta
est.”* Caesar liess den Wiirfel fallen, bevor er Rom eroberte. Die Kleider von Christus wurden
durch Wirfelentscheid verteilt. Auch wir Uberlassen ab und zu eine Entscheidung dem Zu-
fallswurf. Aus Fragestellungen beim Gliicksspiel hat sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung
entwickelt. Wahrscheinlichkeit und Statistik sind heute in den verschiedensten Bereichen ein
unverzichtbares Instrument.

I. Akt: De Mérés Frage

Wir versetzen uns in die Mitte des 17. Jahrhunderts, in die Zeit des Sonnenkdnigs Louis XIV.
Chevalier de Méré, ein franzosischer Lebemann, preist in den Salons sein Spiel an: Der Spie-
ler gewinnt, wenn er in vier Wirfen keine Sechs wirft. Das Bild eines Salons und des Schlos-
ses von Versailles sowie Musik von Jean-Baptiste Lully bilden den Rahmen. In Gruppen wird
gespielt und gleichzeitig der Spielverlauf protokolliert. Dann sammeln wir die Resultate und
aussern erste Vermutungen. Es heisst, de Méré hatte gut gelebt mit diesem Spiel, aber auf die
Dauer sei es ihm langweilig geworden. Er will zu Doppelwirfen tbergehen: Aber wie? Es
wird ausprobiert, nachgedacht, verschiedene Ideen werden diskutiert. De Méré hat folgen-
dermassen argumentiert und das Spiel verandert: Die Zahl der Wiirfe ist im ersten Fall 4, die
Zahl der Mdglichkeiten 6. Im zweiten Fall haben wir entsprechend 6-4 = 24 Wurfe bei insge-
samt 6-6 = 36 Mdglichkeiten. Und wieder ist das Verhéltnis 4 : 6. Also sollten die Gewinn-
chancen dieselben sein wie im ersten Spiel. In Gruppen wird das zweite Spiel von de Méré
gespielt und protokolliert. Die Anzahl der Spiele ist nur klein, aber die Spielidee wird dabei
Klar. Tatsache ist, dass auf die Dauer de Méré beim ersten Spiel gewinnt und wider Erwarten
beim zweiten Spiel verliert. Verzweifelt wendet er sich an Blaise Pascal: ,,Ich verstehe die
Welt nicht mehr!* Die Schilerinnen und Schiler schreiben fir de Méré einen substantiellen
Klagebrief an Pascal, in dem er darlegt und begriindet, was er Uberlegt hat, und dariber jam-
mert, dass es anders gekommen ist. De Mérés Brief ist leider nicht erhalten; aber sein Brief
hat die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung ausgelost.

I1. Akt: Pascals Antwort - Die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Warum wendet er sich gerade an Pascal? Ich informiere tber das Universalgenie Blaise Pas-
cal und sein Umfeld. Die Briefe an Pascal hdngen an der Tafel und werden vorgestellt. Wie
mag Pascal tberlegt haben? In Gruppen werden vorerst Hypothesen aufgestellt und diskutiert.
Im anschliessenden Plenum werden die Argumente gesammelt, diskutiert und abgewogen.
Die intensive Auseinandersetzung Uber das erste Spiel, Uber das wiederholte Werfen mit
einem Wirfel, wird zum Schlissel fir das Verstandnis auch des zweiten Spiels. Nach und
nach ergibt sich des Ratsels Losung. Bdume und Pfade helfen zum besseren Verstandnis,
begriinden, warum wir bei mehrstufigen Versuchen die Wahrscheinlichkeiten multiplizieren
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und nicht addieren. An Stelle von Blaise Pascal schreiben die Schilerinnen und Schiler einen
ausfihrlichen Antwortbrief an de Méré.

3. Akt: De Meéré und die Antwortbriefe

Die Antwortbriefe treffen ein und werden studiert. Darunter ist auch einer von mir samt ein
paar neuen Spielanregungen. Bei der Auseinandersetzung mit diesen Briefen und der Ent-
wicklung neuer, besonders geeigneter Spiele erfahrt der Umgang mit der Wahrscheinlichkeit
weitere Klarung und Vertiefung.

Finale: Zusammenfassung und Ausblick

Ein Blick in unsere Alltagssprache und Ausschnitte aus den fiktiven Briefen von Pascal an
Fermat, geschrieben von Alfréd Rényi, runden das Lehrstiick ab.

Ausblick: Wére aus Rom ein Brief gekommen mit einer Frage zum Knobelbecherspiel mit
den Astragali, so hatte Pascal die Frage nach Basel weiterleiten kdnnen, wo sich dann Jakob
Bernoulli gute flinfzig Jahre spéter damit befasst hatte. So wird das Lehrstlick zur Quelle der
Fortsetzung (Wahrscheinlichkeitsbegriff, Laplace-Versuch, Bernoulli,...)

5.4 Unterrichtsverlauf: 8 Lektionen in der Prima

Im Moment unterrichte ich keine eigene Prima (12. Schuljahr), aber einer meiner Fachkolle-
gen, Heiner Rohner, der eben in der fachdidaktischen Ausbildung steckt, ist sehr interessiert,
dass ich dieses Lehrstlick in einer seiner beiden Primen durchfiihre. Aus stundenplantechni-
schen Griinden einigen wir uns auf die Klasse 1A. Dies hat fir mich den Nachteil, dass ich
die Schilerinnen und Schiiler schlecht kenne, daflir den Vorteil, dass mein Kollege dabei ist
und viel gleichzeitig protokolliert. Fur den ersten Teil beantragen wir einen Blockhalbtag, das
heisst, am Freitag, 31. Oktober 2002 beanspruchen wir vormittags vier Lektionen. Die folgen-
de Woche wollen wir in den beiden Doppellektionen vom Montag und vom Freitag das Lehr-
stlick fortsetzen und beenden.

Es wird sich die folgende zeitliche Gliederung ergeben:

| Ouvertiire I. Akt I1. Akt 1. Akt Finale
] De Mérés Pascals De Méré ]
1/3 Lektion Frage Antwort und die 1/3 Lektion

Antwortbriefe

1+2/3
Lektionen

2+2/3

3 Lektionen Lektionen
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Zu Beginn stehen 18 Stuhle im Kreis bereit. Eine Schulerin wird wegen einer Exkursion ab-
wesend sein. Rundherum gibt es funf Pultblocke als Spieltische. An der einen Wand hangen
Informationen Uber antike Spielsteine, Uber de Méré und Uber Blaise Pascal. Im Zentrum am
Boden liegen einige Astragali, griechisch-agyptische Spielwirfel und gewéhnliche Spielwdir-
fel unserer Zeit ausgebreitet. Die Schulerinnen und Schiller kommen nach und nach, setzen
sich erwartungsvoll hin und harren der Dinge, die da kommen werden.

Lektionen 1/2
Ouverture
Ich begrisse alle kurz. Es braucht wenig erklarende Worte. Ein Zitat von Pascal: ,,Die Mathe-
matik als Fachgebiet ist so ernst, dass man keine Gelegenheit versdumen sollte, dieses Fach-
gebiet unterhaltsamer zu gestalten* leitet Uber zu einer kurzen Erléuterung unserer kleinen
Unterrichtseinheit als Lehrstiick. Dann weise ich auf die am Boden ausgelegten Spielsteine
hin. Die Astragali, Kndchelchen der Hinterbeine von Paarhufern, mit ihrer besonderen Form
besitzen zwei Breit- und zwei Schmalseiten
und wurden von den Menschen schon Tau-
sende von Jahren vor Christus zum Spielen
aber auch zur Vorhersage des Schicksals im
Orakel genutzt. Homer erzéhlt in der llias,
wie Achilles sich beim Spiel der Knéchel
ereiferte. Aus spateren Zeiten kennen wir
sogar Nachbildungen in Ton, Bronze, Sil-
ber und Gold. Noch heute werden diese
Kndchelchen in verschiedensten L&ndern
zum Spielen verwendet! Die alten grie-
chisch-agyptischen Wiirfel aus der Pharao-
nenzeit dhneln schon viel eher unseren be-
kannten regelmassigen Spielwdrfeln. Aus
der Bibel wissen wir, dass die Kleider von Jesus mittels Wirfelspiel unter die Soldaten ver-
teilt wurden. 49 vor Christus soll Caesar den Ausspruch getan haben: ,,Alea iacta est — Der
Warfel ist gefallen®, nachdem er sich entschlossen hatte, den Grenzfluss Rubikon zu tber-
schreiten und mit seinem Heer in Rom einzumarschieren. Noch heute wird dieser Ausspruch
gebraucht im Zusammenhang mit folgenschweren Entscheidungen, welche nicht mehr
zurickgenommen werden konnen. Im Rom der Kaiserzeit waren die Leute ausserordentlich
spielstichtig. Es wurde um Hof, Frau und Kind gespielt, so dass das Gliicksspiel mit Astra-
galen und Wirfeln von Staates wegen (leges aleariae) verboten werden musste. (Ineichen
1996, S. 50f)

Ein Menschheitsthema sind Fragen rund um das Spiel und das Schicksal, die ja eng miteinan-
der verknupft sind: Ist das Spiel vorteilhaft fur mich? Ist das Schicksal giinstig? Welche
Gesetzmassigkeit steckt hinter dem Wirfeln? Lésst sich die Zukunft vorhersagen? Lassen
sich die Ausfalle manipulieren, lasst sich die Zukunft steuern? Die Frage nach der VVoraussag-
barkeit bei Spielen war dann auch der Anlass zur Entwicklung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, deren Anwendung sich auf die verschiedensten Lebensbereiche ausgeweitet hat.

Mit dieser viertelstiindigen Ouverttire wird der kulturelle Horizont ge6ffnet und die Kernfrage
gestellt.
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I. Akt: De Mérés Frage

Musik von Jean-Baptiste Lully (1632-1687) ertont aus dem
Hintergrund und liefert den roten Faden. Ich schildere die
Situation in der Mitte des 17. Jahrhunderts in Frankreich. Der
Sonnenkdnig Louis XIV hat eben in jungen Jahren die Krone
tbernommen. Das rationale Denken ist im Vormarsch mit
Descartes, Leibniz und Spinoza. Es ist die Zeit von Moliére,
Corneille, Racine, La Fontaine. Ein Adliger namens Cheva-
lier de Méré lebt in Paris, verkehrt in guter Gesellschaft und
bietet in den Salons ein beliebtes Gliickspiel an. Sein Bild
erscheint jetzt an die Leinwand projiziert. Ich lege mir einen
weissen Schal um und fahre fort als de Méré. ,Ich biete
Ihnen das folgende Spiel an: Wir legen beide einen gleich
grossen Einsatz auf den Tisch und Sie durfen viermal mit
einem Wirfel werfen.” Wahrend ich dies sage, lege ich eine

Minze auf den Tisch, mein Kollege macht dasselbe und beginnt einen Wurfel zu werfen.
»Wenn Sie keine Sechs werfen, haben Sie gewonnen und bekommen die beiden Miinzen auf

»Zweimal eine Sechs, das ist ja gestod

dem Tisch, andernfalls erhalte ich die Miinzen.” Mein
Kollege wirft keine Sechs und kann die beiden Munzen
einziehen. Das Spiel scheint klar zu sein. Wir verteilen
die Rollen: An jedem Spieltisch gibt es einen de Méré
mit Halstuch, einen Protokollanten mit Protokollblatt,
der die Zahl der gewonnenen Spiele notiert, und ein bis
zwei Spieler. Die de Mérés nehmen hinter den Tischen
Platz und die Spieler davor. Die Protokollanten samt
Spielbeschreibung und Tabelle sitzen bereit. Die Spiele
beginnen. Es herrscht eine lockere, aber konzentrierte
Atmosphére. Die Musik von Lully begleitet das Ge-
schehen aus dem Hintergrund.

Mein Kollege und ich schnappen beim Beobachten ein
paar Satze auf. Christoph S meint: ,,De Méré gewinnt
sicher, er bietet das Spiel ja an.” Lisa kann kaum glau-
ben, dass jemals zwei Sechser hintereinander kommen:
rt.* Christoph S denkt ans Casino: ,,Wollen wir es nicht

mit Geld machen, das waére viel lustiger.” Thomas ist auf Erfolgskurs: ,,Der Wiurfel ist sicher

gezinkt. Ich habe noch nie verloren, was mache ich
nur falsch?“ Manuel kontert: ,,Das stimmt nicht,

SALON DU CHEVALIER DE MERE

einmal hast du verloren; ich aber verliere die ganze Spielangebot:
ZEit.“ ThomaS: Jetzt SO”te ICh anhbren.“ In einer «Jeder von uns setzt den gleichen Befrag. Dann diirfen Sie einen Wiirfel

viermal werfen. Schaffen Sie es, in den vier Wiirfen keine Sechs zu

andern Gruppe horen wir Linda: ,,Wi lIst du nicht wiitfeln, dana haben Sie gewonnen und erhalten den gesamten Einsatz. Im

alle Wirfel zugleich werfen?* Eva e
ist nicht gut, mit allen Wrfeln zuglei
Unglick.”* Alain sieht das rationaler:

rwi de rt: .Das anderen Fall gewinne ich."

ch, das bringt SPIELPROTOKOLL
,Das kommt

doch nicht drauf an. De Méré muss ja bankrott ge- | Gesamizah der Spiele | Gewinn de Méré | Gewinn Mitspicler
gangen sein.“ Eva: ,Eher nicht, sonst hatte er ja | ~Hi H | WO L

nicht gespielt.“ Alain meint in Bezug

»Schau ihn an, der schwimmt im Geld.” Linda:
,De Meéré sollte nicht jedes Mal gewinnen, sonst M I
spielen die Leute nicht mehr mit ihm.

auf de Méré: L i L

“ Oliver setzt
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so viel, dass de Méré bankrott gehen kénnte; er wirfelt aber beim letzten Wurf eine 6 und
verliert.

Ich beobachte die Protokolle aus dem Hintergrund; es zeigt sich keine eindeutige Tendenz.
Nach gut zehn Minuten bitte ich in den Kreis und lasse die Schreiber ihre Zahlen in die an der
Tafel vorbereitete Tabelle eintragen:

Erstes Spiel:

»,Konnen wir irgendwelche Schlisse ziehen?*
Thomas: ,,De Méré kann einpacken, er macht | Tisch
Konkurs.” Reto: ,,.Die Wahrscheinlichkeit ist

Anzahl | Gewinn | Gewinn
Spiele | de Méré | Spieler

grosser, dass der Spieler gewinnt; in den meisten 1 37 19 18
Fallen haben die Spieler gewonnen, also ist das 2 61 39 22
Spiel fir de Méré nicht rentabel.“ Niemand 3 o6 23 33
kommt auf die Idee, alles zusammenzuzéhlen. 4 140 65 75
Mit 162 Gewinnen fir de Méré und 165 5 33 16 17

Gewinnen fiir die Spieler haben wir eine sehr [ comp. | 10’000 | 5’107 4’893
ausgeglichene Bilanz. Ich komme zu den Reali-
taten: ,, Tatsache ist, dass de Méré sehr viel gespielt hat und sich mit diesem Spiel einen
luxuriosen Lebenstil finanzieren konnte. Eine Computersimulation mit 10'000 Spielen hat
5107 Gewinne fiir de Méré und 4893 Gewinne flr die Spieler ergeben.” Reto erklart sich dies
so: ,,Wir haben nur ca. 500-mal gespielt, evtl. hat er ja spater umso mehr gewonnen.” Thomas
erganzt: ,,Das ist halt der Zufall.” Weitere Erklarungen sind im Moment nicht vorhanden.

Statt jetzt schon tiefer in die Diskussion dieses Ergebnisses einzusteigen, erlautere ich, dass
de Méré und den Leuten dieses Spiel auf die Dauer zu langweilig wurde und er ein Spiel mit
Doppelwirfen anbieten wollte. Wieder mit dem weissen Tuch um den Hals nehme ich in die
rechte Hand einen Wirfel und in die linke zwei. Laut denkend werfe ich mit der rechten Hand
viermal hintereinander den Wirfel: ,,Viermal werfen und mindestens eine Sechs, dann gewin-
ne ich.” Dann werfe ich einige Male die beiden Wirfel aus der linken Hand: ,,Werfen mit
zwei Wirfeln und mindestens eine Doppelsechs erzielen. Wie oft sollen wir wohl werfen?
Doppelt so oft, also achtmal, oder vier im Quadrat, also sechzehn Mal, oder sechs Mal mehr,
also vierundzwanzig Mal, oder vielleicht dreissig oder gar sechsunddreissig Mal? Wie oft soll
ich nur werfen lassen? Die Schulerinnen und Schiiler bitte ich in kleine Gruppen an die Ti-
sche, um diese Frage zu diskutieren und allenfalls auszuprobieren.

In verschiedenen Gruppen wird eifrig diskutiert, so z.B. zwischen Christian K, Lisa und
Kathrin. Lisa wirft beim ersten Wurf eine Doppelsechs. Katrin: ,,Wir probieren es einmal mit
8 Wirfen.” Christian K: ,,Die Doppelsechs ist aber sehr selten.” Katrin: ,,Dann sind nattrlich
8 Wiirfe viel zu wenig.” Christian K: ,,Die Wahrscheinlichkeit einer Doppelsechs ist 1/6-1/6,
also mussen wir 16-mal werfen.” Katrin: ,,Dann sind aber auch 16 Wurfe sehr wenig.”
Christian K: ,,Also versuchen wir es einmal mit 36 Wurfen.” Katrin hat geworfen und vermel-
det: ,,Nach 13 Wiirfen kam zum ersten Mal eine Doppelsechs* Christian K: ,,Ich wiirde sagen,
es braucht 36 Wiirfe* Katrin: ,,Jetzt hatte ich nach 14 Wiirfen eine Doppelsechs.” ...

Nach gut finf Minuten gebe ich ein Glockenzeichen und wir treffen uns wieder in der Runde.
Ich erkundige mich: ,,Wie soll die Spielvorgabe lauten?*

Christian K meint: ,,36-mal, nach 36 Wirfen sollte geméss Kombinatorik eine Doppelsechs
kommen.*

Anna: ,,Ich kann mir nicht vorstellen, dass in 36 Wirfen immer eine Doppelsechs kommt.*
Reto: ,,Es wére nicht gut, 36-mal zu spielen, sonst wirde de Méré zu oft gewinnen.”
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Anna: ,,Es kann gut sein, dass man in 36 Wiirfen nie eine Doppelsechs wirft.*

Reto: ,,Ich wiirde 20 Wirfe wéhlen; dann haben die Leute eine Chance.*

Simone: ,,6-mal mit einem Warfel wére das Gleiche wie 36-mal mit zwei Wirfeln.*

Stefan: ,,2/3 von 36 sind 24, ich wirde mit 24 Wirfen spielen.*

Die Schulerinnen und Schiler sind sich nicht einig, eine Entscheidung wird intuitiv geféllt.
Ich bringe Tatsachen: ,,De Méré hat wie
Stefan Uberlegt: Mit zwei Wirfeln gibt es
sechsmal mehr Mdglichkeiten, also muss
ich mit 4 - 6 = 24 Wirfen spielen und ge-
winne mit derselben Chance.” Kurz vor
neun Uhr werden neue de Mérés und Pro-
tokollfuhrer bestimmt und die Spielregeln
an der Tafel veroffentlicht. Die Gruppen
beginnen in gednderter Zusammensetzung
mit dem zweiten Spiel.

Aus der Gruppe mit Simone, Graziella
und Reto vernehmen wir Graziella:
»,Gewonnen!* Simone: ,,Wir wirfeln bei-
de, dann geht es etwas schneller! — Gibt es tberhaupt eine 6 auf dem Wiirfel?* Graziella ruft:
»de Méré“ (Es steht 5 : 1 gegen de Méré) Graziella: ,,Das ist wie Beschaftigungstherapie®

In einer andern Gruppe gerat Alain als de Méré in den Spielrausch: ,,Da kénnte man vom
Tellerwéscher zum Millionédr werden.” Eva zu Oli- .
vier: ,,Schau doch, du verlierst die ganze Zeit.“ Der SALON DU CHEVALIER DE MERE
Spieler ist um 4 Gewinne im Riickstand. Alain: Das neue Spielangebot:

»Diese Spielsucht ist grausam.” Die Spielenden be- | .Jeder von uns setzt den gleichen Betrag. Dann diirfen Sie 24-mal
glnnen hohere Elnsatze Zu Wagen und Wenlge mit zwei Wiirfeln werfen. Schaffen Sie es, in den 24 Wiirfen keine
Minuten spéter hat Alain als de Méré sein ganzes Doppel-Sechs zu werfen, dann haben Sie gewonnen und erhalten

N . den gesamten Einsatz. Sellte jedoch mindestens eine Doppel-Sechs
Vermaogen versplelt. dabei sein, dann habe ich gewonnen.”

Nach einer knappen Viertelstunde treffen wir uns SPIELPROTOKOLL

wieder in der Runde. Die Resultate stehen VOr UNS | Gesamizah der Spicle | Gewinn de Maré | Gewinn Mispier
an der Tafel. Lisa: ,De Méré gewinnt ofter und | wwwm Ww Wit 11
wird langfristig mehr verdienen.* Samuel: ,,Auch
dies konnte nur Zufall sein.* Ich mdchte wissen, ob
diese Spiele attraktiv sind. Anna meint: ,,.Durch die
langere Spieldauer setzen die Spieler mutiger.” Die
Addition der Kolonnen ergdbe einen Spielgewinn
von 72 fur de Méré gegentber 62 fur die Spieler. Als Zusatzinformation erwéhne ich erneut
eine Computersimulation: Diese lieferte 4927

Zweites Spi_el _ Gewinne fir de Méré gegeniiber 5073 Gewin-
Tisch Anzahl GEWI[IF] Gewinn nen fir die Spieler. Reto: ,,Das Ziel hat de Méré
Spiele | de Méré | Spieler nur knapp verfehlt.“ Anna: ,,Dies kann so iso-
1 9 4 5 liert nicht beurteilt werden; mag sein, dass in
2 19 11 ) den 4927 Spielen der Einsatz viel hoher war.“
3 24 15 9 i} _ o .
Ich erganze: ,,Faktum ist, dass de Méré auf die

4 45 22 23 )
Dauer mehr und mehr Geld verlor und sich

5 37 20 17 -

) ; : verschuldete. Er war fest Uberzeugt gewesen,
Comp. | 10°000 | 4’927 | 5°073 genauso wie im ersten Spiel gewinnen zu mis-
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sen. Er verstand die Welt nicht mehr! In seiner Verzweiflung wandte er sich mit einem Brief
an Pascal. Dieser war ein Freund von Chevalier de Méré und gilt noch heute als bedeutender
Mathematiker.“

Die Schilerinnen und Schiler erhalten den Auftrag, in Zweier- oder Dreiergruppen auf A3-
Papier einen Brief an Pascal zu formulieren, in dem de Méré seine verzweifelte Situation
mdoglichst Klar schildert und Pascal konkret um Hilfe bittet. Nach gut zehn Minuten werden
die ersten Briefe an die Wandtafel fixiert. Neunzig Minuten sind vorbei, eine halbstindige
Pause ist verdient.

Mit der Ouvertlre und dem ersten Akt bin ich sehr zufrieden. Die Schilerinnen und Schiler
haben gut mitgemacht, haben das Problem erkannt und als Ausgangspunkt flr den zweiten
Akt formuliert. Es ist immer wieder eindrticklich zu erleben, wie schwierig es ist, mit diesem
intuitiven Begriff von Wahrscheinlichkeit umzugehen. Bei einer nachsten Inszenierung will
ich nach den Spielen den Computer laufen lassen, bei dem sichtbar wird, wie sich die Verhélt-
nisse entwickeln mit wachsender Zahl der Spiele. Unsere Versuchsserien sind so klein und die
Wahrscheinlichkeiten so ausgeglichen, dass oft Ergebnisse herauskommen, welche den
wahren Verlauf nicht aufzeigen. Trotzdem sind die Spielerfahrungen wichtig, um konkret
Uber diese Spiele diskutieren zu kdnnen.

Lektionen 3/4
2. Akt:

Pascals Antwort — Die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Nach der Pause, um 10.00h, be-
ginnen wir den zweiten Akt. Die
vier Briefe sind an der Wandtafel
mit Magneten befestigt. Da in die-
sem Akt Blaise Pascal Adressat ist
und im Zentrum steht, will ich
vorerst Uber ihn informieren. Die
Schilerinnen und Schiler sind
ihm im Franzdsischunterricht bis-
lang nicht begegnet. Der Franzo-
sischlehrer hat mir vorgangig er-
klart, dass er im Moment kaum
Zeit fande, Pascal in seinen Unter-
richt einzuflechten. An der Lein-
wand leuchtet bereits ein Bild von
Pascal. Hinten an der Wand habe
ich mehrere Bilder aufgehangt, welche auf wichtige Stationen in seinem Leben hinweisen. Ich
projiziere eine Chronologie seines Lebens und erzéhle Gber Pascal. Im Wesentlichen erwahne
ich das, was ich dann am Ende des Morgens den Schulerinnen und Schilern als Kurzportrait
schriftlich abgeben werde. (— vgl. Kurzportrait auf der folgenden Seite.)
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Kurzportrait von Blaise Pascal
(1623 - 1662)

BLAISE PASCAL wird 1623 im heutigen Clermont-Ferrand
(Auvergne) geboren, am Fusse des erloschenen Vulkans
Puy de Déme, Seine Mutter stirbt, als Blaise erst dreijahrig
ist. Der Vater, ein umfassend gebildeter Mensch und
Prasident des Finanzgerichtshofs, erzieht und unterrichtet
seinen Sohn und die beiden Tochter selbst. Bereits in
jungen Jahren zeigt Blaise Pascal ausserordentliche
Begabung. Mit 16 Jahren schreibt er eine Abhandlung Gber
Kegelschnitte und mit 19 ist er intensiv an der Entwicklung
einer Rechenmaschine. Erste Anzeichen einer ernsthaften
Erkrankung machen sich allerdings bemerkbar. Zu dieser
Zeit besteigt Ludwig XIV, der Sonnenkoénig, den Thron. Mit
bahnbrechenden Experimenten am Puy de Ddme beweist Pascal 1646, dass der
Luftdruck mit der Hohe abnimmt, dass also das Gegengewicht der Luft den Stand der
Quecksilbersadule bestimmt. Damit ist die Lehre von Aristoteles widerlegt, nach der ein
luftleerer Raum auf Grund des horror vacui (des Abscheues vor der Leere) unméglich
ist. In wissenschaftichen Fragen steht Pascal entschlossen an der Seite der
experimentellen Methode und des vorurteilsfreien logischen Denkens. Daneben ist er
jedoch davon tberzeugt, dass in den Fragen der Religion das Denken nicht genlige, um
zur Wahrheit zu gelangen; dazu brauche man auch die Hilfe des Glaubens.

In den Jahren 1652 bis 1654 entstehen Abhandlungen Uber das Gleichgewicht bei
Flussigkeiten, Uber das Gewicht der Luft, Uiber das arithmetische Dreieck (heute sog.
Pascal'sches Dreieck) und Vorarbeiten zur Infinitesimalrechnung. Angeregt durch die
Fragestellungen von de Méré legen Pascal und sein Freund Fermat in ihrem Brief-
wechsel den Grundstein fir die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung. Pascal wird
aber zunehmend von seiner Krankheit gequalt, Gegen Ende des Jahres 1654 hat
Pascal eine mystische Erleuchtung, welche ihn mit voller Energie in religitse
Auseinandersetzungen eingreifen lasst. Es entstehen seine geistvollen Lettres
Provinciales" und spater seine ,Pensées’, eine geplante Verteidigung des
Christentums, die er aber wegen seiner Krankheit und seinem Tod 1662 nicht mehr
vollenden konnte. Es ist eine Sammlung von anregenden Gedanken zu Lebensweisheit,
Religion und Philosophie.

Blaise Pascal hat in den Bereichen Mathematik und Physik Bedeutendes geleistet und
ist einer der grossten religivsen Denker Frankreichs.

Quellen
Hans Loeffel: Blaise Pascal. Vita Mathematica. Birkhaduser Verlag 1987
Alfréd Rényi: Briefe Gber die Wahrscheinlichkeit. DVW

Das Leben von Blaise Pascal: eine Chronologie
1623  19. Juni Geboren in Clermont (Auvergne)
1626 Tod seiner Mutter
1631 Vater zieht mit den drei Kindern nach Paris
1642  Erste Anzeichen ernsthafter Erkrankung
1643  Louis XIV, der ,,Sonnenkdnig* tritt sein Amt an.
1645 Préasentation einer funktionstiichtigen Rechenmaschine
1646 Erste Kontakte mit den Jansenisten
Experimente Uber den luftleeren Raum
1647  Pascal trifft Descartes
1648 Experimente Uber den Luftdruck auf dem Puy-de-Dome.
1651 Abhandlung Gber den luftleeren Raum.
1652 - ,Weltliche Periode*, Kontakt mit Chevalier de Méré
1654  Abhandlungen: Vom Gleichgewicht der Flissigkeiten/
Uber das Gewicht der Luft
Uber das arithmetische Dreieck (— Pascal’sches Dreieck)
Vorarbeiten zur Infinitesimalrechnung
Anfang der Wahrscheinlichkeitsrechnung ( mit Fermat )
1654  23. November: mystisches Erweckungserlebnis
1655 Rickzug nach Port-Royal
1656 Entstehung der Pensées (Apologie des Christentums)
1657ff Diverse Artikel zur Geometrie / Weiterfilhrung der Pensées.
1662  Pascal stirbt im Alter von 39 Jahren.
1669 Erste Veroffentlichung der Pensées
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, Qu’est-ce que I’homme dans la nature? Un In Ergénzung_dies_es L_eb_enslaufs projiz_iere
néant a I’égard de I’inﬁni, un tout & I’égard und kommentiere ich emnige treffende Zitate
du néant, un milieu entre le néant et infini.“ | aus seinen Schriften (— vgl. Blaise Pascal,
(Denn was ist schliesslich der Mensch in der 2002, in seinen ,,Pensées*). Es sind Gedan-
Natur? Ein Nichts vor dem Unendlichen, ein ken, die in engem Zusammenhang mit sei-

All gegeniiber dem Nichts, eine Mitte zwischen | nem tiefsinnigen Denken, seinen religidsen

Nichts und AlL) Gefiihlen und seiner schwachlichen Ge-
sundheit stehen. Weitere Sétze von Blaise
L’homme n’est qu’un roseau, le plus faible Pascal sind an der Wand aufgehéngt.
de la nature, mais un roseau pensant.

(Nur ein Schilfrohr ist der Mensch, das Und jetzt, im Sommer des Jahres 1654 er-
! sChwéic_:l_l_:s_te;dér Natur, aber ein Schilfrohr, das halt dieser Blaise Pascal von seinem Freund

- denkt) | und Lebemann Chevalier de Méré diesen
i SEY Brief. Wir lassen uns die Briefe vorlesen.

,,Riéﬁ n’est si insupportable & 'homme que |
d’étre dans un plein repos, sans passion, sans HEY BLAISE!

affaire, sans divertissement, sans Ich versteh die Welt nicht mehr: Durch den

application.“ neuen Spiel-Modus gewinne ich nicht mehr!
(Nichts ist fiir den Menschen unertriiglicher als Bei 24 Doppelwirfen schaffen es die Spieler
in voller Ruhe zu sein, ohne Leidenschaften, mehrheitlich keine Doppelsechs zu werfen.
ohne Geschift, ohne Ablenkung, ohne Einsatz.) | Ich verliere! Was muss ich &ndern?
GR DE MERE

Cher Monsieur Pascal

Ich bin verzweifelt. Ich fuhre einen Spielsalon. Mit meinem ersten Wurfelspiel hatte ich viel
Erfolg (4x Wirfeln ohne 6 gewinnt der Spieler.) Mit meinem neuen Wiurfelspiel (24 x wirfeln
mit 2 Warfeln, ohne Doppelsechs gewinnt der Spieler) mache ich Verlust. Wie kann ich mir
das erklaren?!

Sami

Cher M. Pascal
Je ne comprends plus le monde! Mein allseits
bekanntes Wurfelspiel treibt mich in den Bankrott!
Das erste Spiel (4 x warfeln, davon 1 x eine Sechs
= Ich gewinne) brachte grossen Reichtum. Das
zweite Spiel jedoch (24 x mit zwei Wirfeln
werfen, davon 1 x eine Doppelsechs = ich
gewinne) sturzte mich in den Ruin! — Wieso nur?!
Ich hoffe auf ihre baldige Antwort.
Hochachtungsvoll

Chevalier de Méré

Cher Pascal

J’ai un probléme. Bei meinem bisherigen Spiel
konnte ich immer einen Gewinn erzielen. Doch mit
meinem neu Uberdachten Spiel verliere ich
héufiger, als ich gewinne. Wieso ist es nicht
dasselbe, ob ich mit 1 Wiirfel 4-mal wirfle oder
mit 2 Wirfeln 24-mal wurfle?
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Sehr geehrter Freund,

ich wende mich an Sie in tiefster Verzweiflung. Wie Sie sicher wissen, betdtige ich mich im
Glucksspiel. Bei meinem 1. Glucksspiel konnte der Spieler 4x wirfeln. Wirfelte er eine
Sechs ging der Einsatz an mich. Dieses war zwar sehr erfolgreich, wurde aber mit der Zeit
sehr einseitig. Deshalb beschloss ich ein neues Glicksspiel zu entwickeln. Damit der Einsatz
an mich ging, musste ein Spieler eine Doppelsechs werfen. Beim 1. Spiel entschied ich mich
fiir 4 Wiirfe, da es ja 6 Moglichkeiten gibt. Beim 2. Spiel machte ich die gleiche Uberlegung
und wéhlte 24 Wiirfe, da es 36 Moglichkeiten gibt. Wider Erwarten machte ich jetzt Verlust.
Ich habe noch oft darliber nachgedacht, finde jedoch keine Erklarung. Hiermit bitte ich Sie
mein Freund um Rat, da Sie als einer der grossten Denker der Zeit gelten.

Hochachtungsvoll Ihr Freund Chevalier de Méré

Pascal wird sehr angeregt durch diese Briefe. Was mag er wohl tiberlegt haben? Ein neuer
Auftrag ergeht an die Schulerschaft: In Vierergruppen (gemischt aus verschiedenen Brief-
autoren) soll — wie es Pascal gemacht hat — studiert werden, was wohl an den Uberlegungen
von de Méré nicht stimmt. Es gilt, Argumente zu sammeln. Die Briefe hdngen weiterhin zur
Orientierung an der Tafel und bei den Tischen stehen Wirfel zur Verfiigung. Die Gruppen
gehen intensiv dahinter. Es werden Meinungen ausgetauscht, neue Wurfversuche gemacht,
Ideen geboren und wieder verworfen. Alain: ,,Die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Wurfes
fur keine Doppelsechs ist 35/36.* Simone: ,,Es muss da einen neuen Aspekt geben, den wir
noch nicht begriffen haben.*

Ein Gespréach aus der Gruppe mit Lisa, Eva, Graziella und Reto: ,,Ein Wurfel, 6 Moglichkei-
ten.” Eva: ,,Zwei Wurfel, das muss kombiniert werden.” Wiederum Reto: ,,Also 36 Mdéglich-
keiten. Aber warum stimmt die Uberlegung mit den 2/3 nicht? Man miisste wohl mit den 35
»Nicht-Doppel-6“ gearbeitet werden.” Graziella fragt nach: ,,Warum gerade 35?* ... Eine
Gruppe hat sich bereits Gleichungen notiert und diese mit Logarithmen geldst. Dort scheint
Einigkeit zu bestehen.

Nach gut 20 Minuten ruft die Glocke wieder zum Plenum. Ich eréffne die Runde mit der
Frage: ,,Was hat sich Pascal Uberlegt?” und spreche damit Manuel aus der schwéchsten
Gruppe an. Dieser antwortet: ,,Mit zwei Wirfeln gleichzeitig eine 6 zu werfen, ist die Wahr-
scheinlichkeit viel geringer als mit einem Wirfel eine 6 zu werfen.” Ich frage nach: ,,Was
verstehen Sie unter ,Wahrscheinlichkeit?’* Manuel: ,,Das ist ein Geflhl, gesunder Menschen-
verstand.” Christian K aus der zweiten Gruppe meldet sich: ,,Zuerst betrachtet man das Spiel
mit einem Wiirfel aus der Sicht des Spielers. Er hat die Chance 5/6, dass er gewinnt. Ich frage
nach: ,,Was ist das, diese ,Chance’?* Christian K prazisiert: ,,Das ist die Wahrscheinlichkeit.
Es gibt 5 gute Mdglichkeiten und 6 insgesamt. Und fur die weiteren Gdnge muss man multi-
plizieren.* Anna fragt nach: ,Warum multiplizieren?” Christian K selbstbewusst: ,,Es
funktioniert mit Addieren nicht. Wir haben es probiert. Wenn wir 35/36 und 35/36 addieren,
so gibt das schon mehr als eins. Mit zwei Wiirfeln ergibt sich die Gleichung (35/36)" < 0.5.“
Voila, das ist ein Schlag. Wer hat das wohl schon verstanden? Wir notieren diese Unglei-
chung an der Tafel. Da sich niemand regt, muss ich nachfragen: ,,Woher kommt diese
Ungleichung?*“ Anna erlautert: ,,Es gibt 36 Kombinationen mit 2 Wirfeln, davon ist eines
eine Doppelsechs.” Ich lege ein Blatt mit 6 x 6 = 36 Feldern auf den Boden und leere eine
Schachtel mit weissen und roten Warfeln. ,,Konnen wir diese 36 Kombinationen sehen?*
Stefan: ,,Es gibt jede Mdglichkeit zweimal, also auch zwei Doppelsechsen.” Michael: ,,Der
rote Warfel ist zuerst, dann der weisse.” Anna: ,,Es kommt darauf an, ob die Farbe unter-
schieden wird.” Manuel: ,,Wenn sie nicht unterschieden werden, gibt es 18 Mdglichkeiten.*
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Anna und Stefan legen die Mdglichkeiten
aus. Da die beiden st6hnen, frage ich, ob je-
mand helfen mochte. Aber Christian S. ant-
wortet schlagfertig: ,,Viele Kdche verder-
ben den Brei.” Also bleibt es dabei.
Schweigend betrachten wir die Auslage
eine Weile.

Reto meint: ,,Das sieht schon aus.*

Stefan: ,,.Die Chance ist 1 zu 36 fir die
Doppelsechs.*

Anna: ,Eigentlich gibt es nur 21 verschie-
dene Kombinationen.”“ Zu meiner grossen
Uberraschung rechnet sie laut vor: ,,36 mi-
nus 6 durch 2 plus 6 ergibt 21

Simone protestiert: ,,Aber die gemischten Paare treten doppelt so oft auf.*

Anna korrigiert sich: ,,Simone hat Recht, weil es fir die gemischten Paare mehr Mdglichkeiten
gibt. Die Wahrscheinlichkeit firr die gemischten Paare ist grosser.”

Michael: ,,Das ist komisch, soll 4;3 6fter auftreten als 5;5?*

Anna: ,Jeder Ausgang kommt gleich haufig vor, muss also einzeln gezéhlt werden. Daher ist
die Wahrscheinlichkeit fur eine Doppelsechs 1/36.* Dies ist eine klare Aussage. Die 36 gleich
haufigen Paare liegen ja geordnet vor uns auf dem Boden. Es folgt eine langere Stille.

Da keine weiteren Fragen oder Reaktionen folgen, frage ich bei einer weiteren Gruppe nach
den gewonnenen Erkenntnissen. Von Reto gibt es nichts Neues: ,,Wir haben die gleichen
Uberlegungen wir Christian K. Die Chance ist 5/6, dass es keine 6 gibt, und dann muss man
die Chancen multiplizieren.” Auch Anna vermeldet nichts Zusatzliches aus ihrer Gruppe. Ich
frage nach: ,,Heisst dies jetzt, wir verstehen die Spiele?” Anna: ,,Warum missen die Wahr-
scheinlichkeiten nicht addiert werden?“ Olivier argumentiert: ,,Die Addition von 5/6 und 5/6
ergibt mehr als 1.* Auch Simone fragt nach: ,,Die Multiplikation ist mir nicht klar.” Es folgt
keine weitere Antwort. Herausfordernd bemerke ich: ,,Ich hore, dass wir die 5/6 multipli-
zieren, weil’s mit dem Addieren nicht funktioniert.” ,Richtig!” bestatigt mich Christian K.
Reto: ,,Das ist ein Ausschlussverfahren. In der Kombinatorik, da kam auch jedes zu jedem, da
wurde auch multipliziert.” Lisa doppelt nach: ,,Das ist genau gleich wie in der Kombinatorik.
Die Chancen werden multipliziert.” Aus diesem Bereich hoffe ich auf eine zusatzliche
Klarung und frage nach: ,,Haben Sie in der Kombinatorik von Chancen gesprochen?* Lisa
entgegnet: ,,Nein, von Mdglichkeiten.” Ich erbitte ein Beispiel aus der Kombinatorik. Reto:
,»In der Kombinatorik haben wir uns gefragt: Wie viele Mdglichkeiten gibt es, mit 2 Wirfeln
keine 6 zu wirfeln: 5 - 5?* ,,Und da wurde also multipliziert?*, frage ich nach. Reto: ,,Ich
kann zu jeder Moglichkeit des ersten Wurfels jede Moglichkeit des zweiten erhalten.” Alain
verdeutlicht: Wenn der erste Wrfel eine 1 zeigt, gibt es beim zweiten sechs Mdglichkeiten.
Gleich fir jede Zahl des ersten Wiirfels, also 6 * 6. Meine Handbewegung verweist auf unse-
re ausgelegten roten und weissen Wiirfel. Reto: ,,Je ¢fter man wirft, desto geringer wird die
Wahrscheinlichkeit, nie eine 6 zu werfen. Dies erreicht man mit der Multiplikation von 5/6.%

Ich blicke in die Runde: ,,Verstehen Sie das?“ Christian S: ,,Einverstanden.” Lisa: ,,Einver-
standen. Durch die Multiplikation wird der Bruch kleiner.” Samuel: ,,Solche Sachen muss
man in der Mathematik einfach ,anschauen’.” Ob er das jetzt wirklich beim vorliegenden
Modell sieht? Die Argumentationen Uberzeugen mich noch nicht. Deshalb versuche ich das
Gesprach beim ersten Spiel zu halten. ,,Welche Ausgange interessieren uns, wenn wir zwei-
mal einen Wrfel werfen?*
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Hier ist es wichtig, konsequent beim ersten Spiel zu bleiben!!! Unsere Wiurfelauslegung
stammt aus dem zweiten Spiel mit den Doppelwirfen, verdeutlicht aber auch sehr gut fir das
erste Spiel, was mdglich ist, wenn wir zweimal mit einem Wiirfel werfen!

Alain: ,Ist eine 6 dabei oder nicht?“ Christian K: ,,Wir erhalten diese Chance durch Multipli-
kation. Wir sehen das auch in der Tabelle mit den Doppelwirfen.” Ich reiche ihm ein durch-
sichtiges Méppchen und frage: ,Wo sind
sie?* Christian K zoOgert, aber die andern
rufen: ,,Drauflegen!” Er legt das Mappchen
auf die Wirfelpaare ohne 6. So sehen wir die
5 mal 5, also 25 derartigen Wiurfelpaare ohne
6. Jedes Mal wenn die erste Zahl keine 6 ist,
gibt es insgesamt 5 Paare, die auch als zweite
Zahl keine 6 besitzen. Wir betrachten diese
Auslage eine Weile.

Jetzt glaube ich, mit der Klasse den Schritt
zum dritten Wurf wagen zu koénnen. ,Wie
konnten wir das fir das dreimalige Werfen
eines Wirfels darstellen?” Reto: ,,Hoch 3“
»Konnen wir uns das vorstellen? Christian S: ,,216 Mdglichkeiten. Das gibt ein rdumliches
Gebilde.” ,,Konnen Sie dieses Gebdude mit seinen Zimmern beschreiben?* Christian S: ,,Es
hat in jede Richtung 6 Zimmer, also insgesamt 216 Zimmer.“ Ich spinne die Geschichte wei-
ter: ,,Wo fuhlt sich der Spieler glucklich?* Anna: ,,Wie beim Mé&ppchen, aber in der obersten
Etage nicht.” Meine Frage wurde verstanden. Michael sieht das Gebdude noch nicht: ,,Wie
kommt man genau auf das Gebaude?* Reto: ,,Es gibt 6-6-6 Mdglichkeiten, dem Spieler gefallt
es in 5-5-5, also 125 Zimmern.* Diese Antwort scheint anzukommen.

Es bleiben nur noch 12 Minuten, um in neuen Gruppen einen Antwortbrief an de Méré zu
verfassen, damit dieser die Welt wieder verstehen und sich im Spielsalon auffangen kann. Mit
dem Verfassen dieses Briefes lasst sich das Diskutierte auf unsere beiden Spiele konzentrie-
ren. Hoffentlich kann die eine oder andere auftauchende Frage in der Gruppe geklart werden.
Sollte der Brief nicht fertig werden, so bitte ich, ihn am Montag mitzubringen.

Vier Briefe werden am Ende der Doppelstunde abgegeben, ein funfter soll am Montag folgen.
Die Briefe sind eher kurz und biindig, enthalten aber die richtige Grundidee. Wiirde die Fort-
setzung nicht am Montag stattfinden, héatte ich die Briefe jedem Einzelnen als Hausaufgabe
gegeben. Dabei waren sicher substantiellere Briefe entstanden, so wie ich es letztes Jahr erlebt
habe.

Cher de Méré

Dir ist sicherlich nicht klar, warum wir die Wahrscheinlichkeit multiplizieren.
Minzenbeispiel: Bei einem Wurf besteht die Wahrscheinlichkeit, dass nicht der Kopf gewor-
fen wird bei 1/2. Bei 2 geworfenen Minzen besteht die Wahrscheinlichkeit 1/4 (= 1/2-1/2)

Sehr geehrter Freund,
Ich habe mich Ihrem Problem angenommen. Lassen Sie die Spieler mindestens 25-mal wiir-
feln, dann machen Sie keinen Verlust mehr. Hier meine Begriindung: Bei jedem Wurf hat der
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Spieler die Chance von 35/36, dass er keine Doppelsechs wirft. Bei 24 Wiirfen (35/36)* gibt
es eine Chance von 0.508 (also Uber 50%), dass der Spieler gewinnt. Mit 25 oder mehr
Wirfen lage die Chance unter 50%.

Lieber Chevalier
Ich habe die L6sung deines Problems gefunden. Du musst mindestens 25x wirfeln lassen. Dies
aufgrund folgender Begriindung:  (35/36)" = 0.5
n-log(35/36) = log0.5
n>24.6

Cher de Meré

Beim ersten Spiel ist die Chance, dass der Spieler gewinnt 5/6. Im ganzen Spiel hat er

5/6 - 5/6 - 5/6 - 5/6 = 48% Gewinnchancen. Du hingegen hast 52% Gewinnchancen.

Im zweiten Spiel hat der Spieler (35/36)* = 50.8% Gewinnchancen. Wahrend du nur 49.2%
Gewinnchancen hast.

Ich rate Dir deine Spieler in Zukunft 25-mal wiirfeln zu lassen und schon steigt deine Gewinn-
chance auf 50.6%.

Viel Spass beim Geldverdienen Dein Pascal

Damit endet unser Blockhalbtag. In den Briefen kommt zum Ausdruck, dass die meisten
Schiiler diese beiden Spiele verstanden haben und furs Erste akzeptieren, dass beim mehrma-
ligen Wirfeln die Wahrscheinlichkeiten multipliziert und nicht addiert werden. Allerdings
sprechen wir immer noch mit einem intuitiven Wahrscheinlichkeitsbegriff. Zudem haben wir
diese Multiplikation bisher nicht graphisch veranschaulicht. Dieses kréftige Mittel der Dar-
stellung wurde in der Kombinatorik erstaunlicherweise nicht verwendet und tauchte hier bis-
her auch nicht spontan auf. Uber die graphische Darstellung will ich am Montag das Phéno-
men des Multiplizierens noch weiter fundieren.

Lektionen 5/6
Am Montag beginnen wir wiederum im Kreis. Die Briefe von de Méré sind rund um de Méré
an der Wand aufgehéngt. An der Tafel fixiert sind die vier Antworten, die mir freitags am
Ende des Vormittags abgegeben wurden. Die Struktur des Lehrstiicks ist an der Tafel notiert.
Zu Beginn erfahre ich, dass ein fiinfter Brief samt der Schilerin Simone fehlt.

Ich erlautere nochmals kurz den Verlauf des Freitags: In der QOuvertiire haben wir antike
Knochelchen und Spielwirfel kennen gelernt, die fiir das Spiel, aber auch fur die Vorhersage
des Schicksals bendtigt wurden. Im 1. Akt stand Chevalier de Méré mit seinen Spielen im
Zentrum. Wir haben sie nachgespielt und von seiner verzweifelten Lage gehdrt, ndmlich dass
er beim zweiten Spiel wider Erwarten sein Vermdgen verspielte. Aus dieser Situation ver-
fasste er einen Brief an Blaise Pascal und bat um Hilfe. Im Il. Akt lernten wir Blaise Pascal
kennen und wir befassten uns mit der Anfrage von de Méré. Wir merkten, dass sich die Wahr-
scheinlichkeiten nicht proportional verhalten, dass man sie nicht einfach addieren kann,
sondern dass man sie wohl multiplizieren muss wie in der Kombinatorik. Wir haben dariber
bereits anhand der Auslegordnung der 36 verschiedenen Doppelwirfe diskutiert. Alle Wrfel
sind wieder ausgelegt wie am Freitagmittag. Fragen scheinen keine aufgetaucht zu sein.
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»Am Freitag haben wir mehrfach darum gerungen, warum die Wahrscheinlichkeiten bei
diesen Spielen multipliziert und nicht addiert werden. Heute mochte ich diesen Sachverhalt
noch graphisch verdeutlichen.” Da bisher niemand auf eine Baumdarstellung hinwies, ergreife
ich die Initiative:

Ich zeichne die Mdglichkeiten fir das Resultat bei einem Wurf. Rechts fasse ich die interes-
sierenden zwei Ausgéange ins Auge: keine 6 und 6. Zur Verdeutlichung der Anteile denken
wir uns z.B. 600 einzelne Wiirfe. In 100 Wirfen ist eine 6, in den Ubrigen 500 Wirfen ist
keine 6 zu erwarten. Dies ergibt die entsprechenden gelben Verhaltniszahlen. Soweit so gut.
Ein Blick in die Runde bestétigt, dass dies verstanden wird. ,,Wie sieht jetzt eine Darstellung
fiir zweimaliges Wirfeln aus?“ Ich setze
mich an den Rand und gebe die Biihne
frei. Michael kommt an die Tafel und
zeichnet zweimal die linke Situation ne-
beneinander. Lisa: ,,Hier sieht es so aus,
als kdme es darauf an, welches welcher
Wiirfel ist." Reto antwortet: ,,Man konn-
te die Zahlen 1 bis 5 zusammenfassen.*
So wird dann neu gezeichnet, aber im-
mer noch nebeneinander. In der Hoff-
nung auf eine andere Darstellung frage
ich: ,,Konnen wir bei dieser Darstellung
sehen, in wie vielen Fallen keine 6 vor-
kommt?“ Reto: ,,Bis jetzt sehen wir nur,
wann eine 6 bei einem Wirfel kommt.*
Beide Wiirfe werden getrennt voneinan-
der betrachtet.

Ich: ,,Denken wir uns doch 360 Zweifachspiele.” Anna: ,,Insgesamt zeigen 2 mal 1/6 eine 6."
Ich traue meinen Ohren kaum: Da werden also weiterhin munter Wahrscheinlichkeiten
addiert. Stefan: ,,Man wiirfelt mit dem 1. Wirfel 360-mal, dann hat man 300-mal keine 6 und
60-mal eine 6. Auch Reto bringt es nicht zusammen: ,,.Beim 1. Wirfel kommt 60-mal eine 6,
bei zweiten auch, also insgesamt 120-mal eine 6. Aber es kdnnte auch eine Doppelsechs
geben.” Eine zweistufige Darstellung scheint niemandem in den Sinn zu kommen. Zum Gliick
ist die Tafel voll. Ich wende auf eine neue Seite und wage mit der Klasse einen Neuanfang:
»Wir haben eine zweistufigen Vorgang: Wir betrachten den ersten Wurf und dann den
zweiten Wurf.“ Ich beginne mit der bereits gefundene Darstellung fir einen Wurf.
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Jetzt kommt der zweite Wurf. ,,Und bei beiden
Wiirfen soll keine 6 sein.” Stefan: ,,Es gibt kei-
ne 6, wenn diese 5/6 bei jedem Waurfel eintre-
ten.” Da keine weiteren Wortmeldungen erfol-
gen, fahre ich fort: ,Sicher geht das rechts
nicht, sondern nur noch in den 300 Spielen
links. Nur diese Spiele kommen noch in
Frage.”“ Christian K: ,,Da sind es auch wieder
5/6 und 1/6.“ Ich nehme dies auf und zeichne
zwei Linien weiter. Stefan wendet ein: ,, Aber
der zweite Wirfel wird ja 360-mal und nicht
nur 300-mal geworfen! Graziella entgegnet: ,,Die Uibrigen Falle sind auf der rechten Seite.” So
zeichne ich auch auf der rechten Seite weiter. Langsam vervollstandigt sich die Darstellung.
Jetzt sind wir mitten drin. ,,Was bedeutet die Linie ganz rechts?* Lisa: ,,Doppelsechs, in 10
Fallen.” ,,Und in wie vielen Spielen
haben wir keine 6?* Anna: ,,In 250
der Falle; jedes Mal links.” Eva sieht
Klar und mdochte bereits weiter:
»Jetzt muss man den Baum so hin-
unter machen fir das ganze Spiel.”
Anna: ,,Ja, fur jeden Wurf.” Da diese
Darstellung zentral ist, méchte ich
mit der Klasse dran bleiben. ,,Be-
trachten wir den Baum noch etwas
genauer: ,,Welchen Einfluss haben
die Wahrscheinlichkeiten?* Stefan:
»360 - 5/6 - 5/6* Ich: ,Also, hier
wird es sichtbar: Die Wahrschein-
lichkeiten werden multipliziert und R
nicht addiert! In den 360 Spielen FREZ =S
taucht bei 5/6 dieser Spiele, also bei I3 '
300 Spielen, im ersten Wurf keine 6
auf. Bei diesen 300 Spielen taucht
wiederum in 5/6 der Spiele auch im
zweiten Wurf keine 6 auf, also eben
in 5/6 von 5/6 von 360 Spielen oder
eben in 5/6 - 5/6 - 360 = 250 Spielen.” Ich blicke in die Runde. ,,Hier ist jetzt der wesentliche
Grund fur diese Multiplikation sichtbar!“ Nach einer Denkpause erkundige ich mich nach den
tbrigen Spielausgangen. Gemeinsam diskutieren wir die Ubrigen Falle und notieren ihre
Bedeutung. (k6,k6) , (k6,6) , (6,k6) , (6,6). Die vier Féalle betrachten wir auch nochmals in
unserer Auslage der roten und weissen Wirfel auf dem Boden. In einer Ecke die Doppel-
sechs, in den anschliessenden Zeilen je das Funffache und im restlichen Quadrat unter dem
grinen Mappchen die funf mal finf Doppelwirfe ohne 6. Diese Parallelitat zwischen der
graphischen Darstellung und den ausgelegten Wiirfeln finde ich besonders eindrticklich und
Uberzeugend.

Damit ist die erste halbe Stunde um. Bereits ist gesagt worden, dass es jetzt so weiter geht.
Aber die Schuler sind heute eher trdge und wiinschen, dass wir die Fortsetzung gemeinsam an
der Tafel bearbeiten. Nur durch Aufruf und mit Widerstand kommen Samuel, dann Olivier
und Thomas, bis sich unter Mithilfe der ganzen Klasse der Baum an der Tafel entfaltet.
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Als gunstige Anzahl Spiele werden vorerst 250, dann 720 und schliesslich von Christian S mit
dem Taschenrechner in der Hand 1296 vorgeschlagen. Auf Annas Nachfrage begrindet er:
,Wir beginnen unten mit 6 und rechnen dann immer riickwarts durch 1/6.“ (216 Spiele hatten
genugt!) Nach dem Eintragen
der entsprechenden Zahlen
werden die 6 der 1296 Falle
ersichtlich, in denen wir drei
Sechsen werfen. Anna: ,,Da
haben wir eine Wahrschein-
lichkeit von 1/6-1/6-1/6.*

Ist dieser Baum wirklich ver-
standen? Ich frage: ,In wie
vielen Fallen haben wir genau
eine 6?* Michael und Reto
sehen 450 Félle. Anna férbt
sie an der Tafel ein und no-
tiert. Schliesslich sind es vier
Varianten in einer Kolonne
und die Summe ergibt zu un-
serer Bestatigung die Gesamtzahl 1296 der Spiele. Auf meine Frage nach der Anzahl Spiele
ohne 6 antwortet Samuel: ,,Diejenigen ganz links: (5/6)° und wenn wir viermal werfen, so ist
es (5/6)".“ Die Erkenntnis, dass wir hier langs der Pfade multiplizieren, scheint sich durchge-
setzt zu haben.

Die Ausgangszahl 1296 macht es hier schwieriger, das Bild des Gebaudes mit den 216 Zim-
mern nochmals heranzuziehen. Zum Abschluss dieser Stunde weise ich darauf hin, dass derar-
tige Baume ein machtiges Werkzeug sind zur Veranschaulichung von mehrstufigen Zufalls-
prozessen. Wenn es uns gelingt, einen Sachverhalt auf diese Art darzustellen, so haben wir
ihn gut verstanden und das Problem ist beinahe gelést. Anhand dieses Baumes hétte ich ei-
gentlich bereits die Wahrscheinlichkeit im laplaceschen Sinne definieren und die Regel der
Multiplikation einbringen kénnen. Ich werde es am Freitagmorgen nachholen, wenn hof-
fentlich die Klasse vollzahlig anwesend sein wird.

I11. Akt: De Mére und die Antwortbriefe
Nach der Pause kommen wir zum Ill. Akt. Auf
Grund aller bisherigen Gesprache um die Spiele und
mit den aufgehdngten Antwortbriefen, darunter ein
von mir eingebrachter (siehe folgende Seite!), sollte
de Mére in der Lage sein, seine Spielsituation zu ver-
stehen und weitere Spiele zu entwickeln. Die an der
Tafel montierten Schiilerbriefe (siehe oben!) lasse ich
vorlesen, damit deren Inhalt zur Kenntnis genommen
wird.

236



Paris, Fauboury Saint-Michel
27. September 1654

Cher Monsieur Chevalier de Méré

Mit Ihrer Anfrage das Gliicksspiel betreffend haben Sie mich besonders geehrt. Da mich diese
Angelegenheit sehr interessiert, habe ich mich intensiv damit beschiftigt und mich auch mit meinem
Freund, Monsieur Pierre Fermat, dariiber unterhalten, der iibrigens auf dieselben Schliisse geRom-
men ist wie ich, auch wenn auf anderen Wegen. Ich will mich bemiihen, Ihnen hier eine moglichst
Rlare Antwort zu geben, in der Hoffnung, dass Sie wenigstens diesen Teil der Welt wieder
verstehen mogen.

Zuerst sollten wir Rldren, warum Sie in threm ersten Spiel auf die Dauer gewinnen. Wir sind uns
wohl einig, dass die Spieler im ersten Wurf in 5 von 6 Fillen, das heifst in 5/6 der Wiirfe keine 6
und in 1/6 der Wiirfe eine 6 werfen. Ich nehme an, dass Sie mit Ihrer jahrelangen Erfahrung im
Wiirfelspiel daraus nicht wie viele andere Leute falschlicherweise schliessen, dass die Spieler im
Spiel mit vier Wiirfen in 4 von 6 Spielen, bzw. im Spiel mit sechs Wiirfen in 6 von 6 Spielen, also
immer, eine 6 werfen.

Der Spieler wirft also durchschnittlich mit seinem ersten Wurf in 5 von 6 Fdllen oder in 30 von 36
Fillen keine 6. Hat er eine 6 geworfen, so hort er erfahrungsgemdfS auf und lisst Ihnen seinen
Einsatz liegen. Andernfalls wirft er nochmals und in 25 von den 30 verbliebenen Partien fdllt auch
im zweiten Wurf keine 6. Dies lisst sich durch alle moglichen Konstellationen mit 2 Wiirfeln
veranschaulichen:
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In 25 von 36 Konstellationen, ndmlich in den Feldern oben links, kommt also Reine 6 vor. Wenn
wir uns jetzt aber 6* = 1296 Durchgdinge denken, so wird der Spieler ein Sechstel davon im ersten
Wrf verlieren. Die iibrigen fiinf Sechstel davon, das sind 1080 Partien, werden fortgesetzt. Fiinf
Sechistel davon, also 900 Partien, iiberstehen auch den zweiten Wurf. Und 750 Partien, nimlich
wiederum fiinf Sechstel davon, erfahren auch mit dem dritten Wurf Reine 6. Schliefilich enden 625
Partien, ndmlich fiinf Sechstel von 750, ohne eine 6 in insgesamt vier Wiirfen und der Spieler
gewinnt. In allen andern Partien, und das sind immerhin 1296 minus 625, also 671 Partien
gewinnen Sie. Und dies ist doch etwas mehr als die Hilfte aller Partien.

Auf 1296 Partien heifSt dies, dass Sie in 671 Fillen einen Einsatz gewinnen, in 625 Fillen Ihren
Einsatz verlieren; insgesamt also etwa 46 Einsdtze gewinnen sollten. Und davon haben Sie ja iiber
lange Zeit ganz gut gelebt.

Wenn wir uns bis dahin einig sind, cher Monsieur de Méré, Ronnen wir uns IThrem zweiten Problem
zuwenden. Es geht jetzt darum, dass der Spieler 24 Doppelwiirfe ausfiihrt und gewinnt, wenn er
Reine Doppelsechs wirft. Wie wir oben gesehen haben, wird er etwa in einem von 36 Doppelwiirfen
eine Doppelsechs werfen und in den anderen 35 Wiirfen nicht.
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Wird dieses Spiel von, sagen wir N Personen, gespielt, so sind nach dem ersten Doppelwurf noch
35/36 der I\ Personen im Spiel. Nach dem zweiten Doppelwurf sind es noch 35/36 von N, also
(35/36) 2 N Personen - verzeihen Sie mir diese Formel - im Spiel. Nach 24 Doppelwiirfen sind
demzufolge noch (35/36 ¢ N Personen ohne geworfene Doppelsechs. Und das sind die Gewinner in
diesem Spiel. Und wie Sie mit einigem Aufwand selbst nachrechnen kRgnnen, ist dies 0.5086-N; also
mehr als die Hilfte aller \ Spieler! Das heifst, auf 10°000 Spiele gewinnen Sie etwa deren 4914
und verlieren 5086 Spiele. Sie miissen sehr oft gespielt haben, bis Sie gemerkt haben, dass Ihre
Chancen schlechter stehen als diejenigen der Spieler!

Zwar Rann ich Ihren Lebenswandel und Ihre Tdtigkeit in den Spielsalons nicht gutheifien, aber
meine Dankbarkeit Ihnen gegeniiber fiir diesen DenRanstoss ist so gross, dass ich Ihnen trotzdem
ein paar Ratschlige geben mochte:

Sollten Sie nach dieser bitteren Erfahrung nicht von der Spielerei ablassen und sich Hoherem
zuwenden, so lassen Sie doch die Spieler einmal mehr, also 25 Mal einen Doppelwurf ausfiifiren.
Wie Sie nach meinen Ausfiihrungen leicht selbst nachrechnen knnen, werden Sie so wieder auf der
Gewinnerseite stehen und, bei gleichzeitiger Einschrinkung Ihrer Ausgaben, mit der Zeit Ihre
hohen Schulden zuriickzahlen kgnnen.

Entwickeln Sie zudem ein paar neue Wiirfelspiele - was ich Ihnen nach dem intensiven Studium
dieses Briefes zutraue - so dass Sie Ihr Spielangebot von Zeit zu Zeit wechseln und der Langewei-
le der Spieler zuvorRommen Rgnnen. Ihre schmerzhaften Erfahrungen mit dem zweiten Spiel wer-
den Sie wohl lehren, Kiinftige Spiele sehr griindlich zu analysieren, bevor Sie damit in den Salons
auftreten.

Hier drei Spielvarianten, wie ich sie mir vorstellen Ronnte:

1. Der Spieler gewinnt, wenn in fiinf Doppelwiirfen die Augensumme 8 nicht auftritt.

2. Der Spieler gewinnt (oder verliert), wenn in einer festgelegten Anzahl Dreierwiirfe die
Augensumme 7 vorRommt.

3. Ebenso lasst sich ein Spiel fiir die Augensumme beim Wurf mit 4 Wiirfeln denken.

Es lassen sich noch viele weitere attraktive Spiele erdenken! Der Phantasie sind da keine Grenzen
gesetzt!

Ich hoffe sehr, dass Sie meinen Ausfiihrungen in allen Details folgen konnen, dass Sie mindestens
in diesem Bereich den Nutzen mathematischen Denkens anerkennen und dass Sie jetzt etwas besser
unsere so vielfiltige und iiberraschungsreiche Welt verstehen Ronnen. Sollten trotz allem Unsicher-
heiten oder weitere Fragen auftauchen, so zogern Sie nicht, mich friihzeitig wieder zu Ronsultieren.

Im Ubrigen hat es mich sehr gefreut, dieses tiberaus fundamentale Problem [Gsen zu diirfen. Ich
wurde angeregt, intensiver iiber die GesetzmdfSigkeiten des Zufalls nachzudenken und bin iiber-
zeugt, dass sich hier ein neues Feld der Mathematik erdffnet. Demndchst will ich meine diesbeziig-
lichen Gedanken und Resultate niederschrieben.

Nebenbei gesagt wissen Sie vielleicht, dass ich schon ein paar andere Rleine Schriften verfasst habe,
von welchen ich Ihnen gerne einige beilege fiir den Fall, dass Sie nicht das ganze Leben nur am
Spieltisch verbringen mochten.

Mit den besten Wiinschen fiir Ihre ZuRunft
Blaise Pascal
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»Sie erhalten jetzt als de Méré die Antwortbriefe, studieren diese und notieren sich vorerst die
wichtigen Erkenntnisse tiber diese Spiele. Versuchen Sie, mdglichst alles zu klaren. Allenfalls
besteht die Mdoglichkeit, sich mit einer konkreten Frage schriftlich nochmals an Pascal zu
wenden.” Dazu verteile ich eine kurze Beschreibung der Spiele und meinen ldngeren Brief
von Pascal an de Méré, in dem es gegen Schluss neue Spielvorschlédge hat. So hat jeder
Schiler in dieser zweiten Lektion die Gelegenheit, sich die wichtigsten Zusammenhéange zu
notieren, sich in einer kleinen Dreiergruppe Klarheit zu verschaffen und anhand von weiteren
Problemen das Gelernte anzuwenden.

Viel wird nicht aufgeschrieben, aber alle notieren sich von der Tafel die Baume. Im zweiten
Teil der Lektion widmen sich die meisten den Spielen. Christian S meint, es gebe ja sehr viele
Madglichkeiten, mit 3 Wiirfeln eine Augensumme 7 zu erhalten. Ich ermutige ihn: ,,Das ist
durchaus zu bewéltigen.” Lisa fragt mich, was die Augensumme sei. Schliesslich notiert sie
untereinander alle 15 Mdglichkeiten, wie die Augensumme 7 zustande kommen kann. Alain
ist sich im Unklaren, ob 4-2-1 und 4-1-2 gesondert zu z&hlen sind. Ich verweise ihn auf den
Baum und auf die ausgelegten Wirfel am Boden. Michael meint dazu: ,,Ja, es kommt auf die
Reihenfolge an.” In dieser Gruppe wird mit Permutationen aus der Kombinatorik gearbeitet
und sehr schnell die Anzahl der Mdglichkeiten bestimmt:

511 3-mal namlich 511 151 115
412 6-mal namlich 412 421 241 214 142 124
331 3-mal namlich 331 313 133
322 3-mal namlich 322 232 223

Anfragen an Pascal tauchen in dieser zweiten Stunde keine auf.

Als Hausaufgabe formuliere ich den folgenden Auftrag:

1. Klaren Sie Spielvorschlag 2.

2. Formulieren und analysieren Sie ein weiteres, eigenes Spiel (auf separatem A4-Blatt!).

Lektion 7
Am Freitag sitzen wir wiederum im Kreis. An der Wand hé&ngen jetzt auch die Antwortbriefe
von Pascal an de Méré. Die Sammlung im Zentrum hat eine Erweiterung erfahren um einen
grossen Astragalus, mehrere heutige Spielwirfel und ein rdumliches Wirfelmodell, das unser
im Zusammenhang mit dem dreifachen Wirfeln erwéhntes Gebéude darstellen soll. Annina
ist erstmals dabei und Simone hat sich wieder einge-
funden. Dafiir fehlen Thomas, Kathrin und Eva,
welche einen freien Halbtag einziehen. Ob dies
wohl mit dem Lehrstiick zu tun hat? Christian K
fallt zu Beginn auf, dass am Boden ein neuer Kno-
chen liegt. Er vermutet, es konnte ein Rinderkno-
chen sein. Es ist ein Astragalus eines nepalesischen
Wasserbiiffels, konnte aber genau so gut von einem
Rind stammen. Weiter fallen einige besondere Wir-
fel auf: Es hat Siebnerwirfel, einen Kugelwirfel
und neuseelandische ,,Astragali*.
Ich: ,,Heute werden wir uns nach einer kurzen Repetition samt einigen neuen Begriffen im |11,
Akt mit den neuen Spielen fur de Méré befassen und, wenn es die Zeit erlaubt, zu einem
Abschluss des Lehrstlicks gelangen.” An der Tafel habe ich zur Repetition die bereits behan-
delten Baume zum 1. Spiel von de Méré mit einem und zwei Wirfeln vorbereitet. Dies soll
als Einstieg, als Information flr die zwei am vergangenen Freitag abwesenden Schilerinnen
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und als Uberblick fiir das kommen-
de Feedback dienen. Beim Durch-
gang durch die Beispiele erlautere
ich die wichtigsten Begriffe: gleich
wahrscheinliche Ausfalle, Ereignis,
Wahrscheinlichkeitsbaum. Fur die
Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiir-
feln keine 6 zu werfen, vermeldet
Michael sofort: ,,25/36, namlich 5/6
mal 5/6.“ Graziella liefert die Be-
grindung: ,,Von 360 Spielen sind
250 glnstig, also 250/360.“ Dies ist
der Moment, um die Wahrschein-
lichkeit bei gleich wahrscheinlichen
Ausféllen zu definieren als Verhalt-
nis der Anzahl der giinstigen Féalle zur Anzahl der moglichen Falle. Meist schreiben wir flr
die Wahrscheinlichkeit P wegen probability (e), probabilité (f), probabilita (i), probabilidad
(sp), ... und dies alles aus dem Latein: probabilitas.

Damit sind wir auch bereit, die
beiden Spiele des de Méré mit
einem Baum zu illustrieren. Wir
einigen uns darauf, dass nur ein
einziger Pfad nétig ist, und dieser
liefert sofort die Wahrscheinlich-
keit von p = (5/6)* = 0.4823 als
Gewinnchance des Spielers und
g =0.5177 > 0.5 als Gewinnchan-
ce von de Méré. Ebenso erkldrt . 3
sich das zweite Spiel von de Méré. Wiederum reicht ein Pfad mit 24 Doppelwurfen Der
Spieler gewinnt mit der Wahrscheinlichkeit von (35/36)** = 0.5086 > 0.5. Dies ist nur wenig
mehr als 0.5. Somit muss de Méré sehr oft gespielt haben, um berhaupt klar feststellen zu
kdnnen, dass er auf die Dauer verliert.

p | Siel hlaa: In den knapp 20 Minuten haben wir die zentralen Aspekte
ascals 1. OPIEIvorsenlag: | nochmals vertieft und die wichtigsten Begriffe gepragt. Da

H i keine Fragen bestehen, gehe ich davon aus, dass wir flr
Der S|{|eler gewmnf' wer die beiden Spielvorschlage von Pascal gerustet sind. Auf
in fiinf Doppelwurl’en einer neuen Tafel hange ich den ersten Spielvorschlag

' Pascals auf. Linda beginnt mit der Erklarung: ,,Es gibt 5

die Auqe"summe 8 Madglichkeiten fur die Augensumme 8, also ist die Wahr-
nicht auftritt. scheinlichkeit in einem Doppelwurf 31/36, dass keine
Augensumme 8 fallt.“ Auf meine Nachfrage zeigt sie in
unseren ausgelegten Wurfeln, wie die funf Mdglichkeiten in einer schragen Linie liegen.
Dann fahrt sie fort und erldutert, dass sich somit in den 5 Wirfen die Wahrscheinlichkeit,
keine Augensumme 8 zu erhalten, durch Multiplikation ergibt:

— p(keine Augensumme 8) = (31/36)° = 0.4735.

Samuel ergéanzt, dass dann de Méré mit einer Wahrscheinlichkeit

q=1-0.4735=0.5265 > 0.5 gewinnt.
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Zum zweiten Spiel meldet sich Christian S: ,,Zuerst p . flhos
miissen wir alle Mdglichkeiten aufschreiben, in denen ascals 2. Spielvorschlag:

keine 7 vorkommt. Es sind 15 Wiirfe.” Er beginnt zu | Der Spieler gewinnt (oder verliert)
diktieren: T

115, 124, 133,... Ichzdgere, da er wirklich alle QIR L Ol ..
15 Falle einzeln diktieren will. Alain interveniert: | festgelegten Anzahl Dreierwiirfe
»Wenn alle Ziffern verschieden sind, gibt es 6 Vertau- die Augensumme 7 vorkommt.
schungen, so genannte Permutationen, bei zwei ver-

schiedenen Ziffern sind es 3 mogliche Vertauschungen, und dies kommt dreimal vor: 1 1 5,
133, 22 3" Nachdem dies geklart ist, fahrt Christian S fort: ,,Insgesamt gibt es 216
Maoglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Wurf keine 7 zu werfen, ist 15/216; da

habe ich eine Ungleichung aufgestellt: 21—156 -Xx<05."

Anna protestiert als Erste: ,,Das muss aber ,hoch x’ heissen.” Reto pflichtet bei und Linda
begriindet: ,,Die Wahrscheinlichkeiten missen multipliziert werden.* Unzufrieden blicke ich
immer noch in die Runde. Christian K merkt den zweiten Fehler: ,Dies ist doch die
Wahrscheinlichkeit, bei jedem Spiel Augensumme 7 zu erhalten.” Schliesslich lautet die

Gleichung: (gTOElS)X =0.5. Jetzt sehe ich Zustimmung.

o 201 201 1g(0.5)
Logarithmieren liefert lg(=—=)* = x-lg(—=) = 1g(0.5 X=—0"7-963
g 9(216) 9(216) g(0.5) - 201

19G16)

Anna interpretiert: ,,Die Grenze zwischen Gewinn und Verlust liegt bei 9.6 Wiirfen.” ,,Was
bedeutet dies, wenn der Spieler ohne Augensumme 7 gewinnt?* Die Taschenrechner liefern
die genaue Zahl: (201/216)™ = 0.4869. Wenn de Méré also 10-mal werfen lasst, so gewinnt
der Spieler mit p = 0.4869 und de Méré mit 0.5131.

Damit ist auch der zweite Spielvorschlag von Blaise Pascal besprochen. Zu meiner Versiche-
rung erkundige ich mich nach allfalligen Nachfragen an Blaise Pascal. Diese bleiben aus. Viel
Zeit haben wir bendtigt, aber wenn ich daran denke, dass viele der Schiler und Schilerinnen
unsicher waren, sich nach der Klarung konzentriert Notizen gemacht haben und schliesslich
die Nachfragen ausbleiben, so bin ich Gberzeugt, dass sich der Aufwand gelohnt hat. Die erste
Lektion geht zu Ende und ich erkundige mich noch nach den neu entwickelten Spielen. Leider
hat nur Christian K ein Spiel entwickelt.

Lektion 8
Geplant hatte ich, die neuen Spiele in Kleingruppen austauschen zu lassen und anschliessend
die besten Spiele im Plenum zu begutachten. Da nur ein neues Spiel vorhanden ist, verkirze
ich diese Phase. Zu Beginn der zweiten Lektion rege ich an zu Gberlegen, welche Kriterien er-
fullt sein missen, damit wir ein ideales Spiel fur de Méré erhalten. Reto: ,,Das Spiel sollte
abwechslungsreich und nicht zu lang sein. Das gibt mehr Spiele pro Zeit.” ,,Der Spieler sollte
das Spiel nicht leicht durchschauen konnen; er soll glauben, dass er gewinnen kann.“
Christian K meint, sein Spiel erfulle diese Kriterien nicht. An der Tafel prasentiert er sein
Spiel: ,,Der Spieler gewinnt, wenn in 12 Doppelwirfen 6 ; 1 oder 1 ; 6 vorkommt. Die Chan-
ce, dass 1 ; 6 oder 6 ; 1 vorkommt, entspricht 2/36, das heisst mit einer Wahrscheinlichkeit
von 34/36 kommt in einem Doppelwurf keines dieser Paare vor. De Méré gewinnt, wenn
keines der Paare vorkommt, es muss also gelten: (34/36)" > 0.5. Durch Logarithmieren und
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Aufloésen erhdlt man n < 12.1. Wenn de Méré also 12-mal werfen lasst, so ist er auf der
Gewinnerseite, denn (34/36)'? = 0.5036.“

Das Spiel ist gut vorgestellt worden und die Schilerinnen und Schuler konnten folgen. Aber
warum erfillt dieses Spiel die genannten Kriterien nicht, méchte ich wissen. Christian meint,
es sei nichts Neues, man hatte Dreierwirfe nehmen sollen. Reto sieht einen wesentlichen
Unterschied: ,,Es ist doch etwas Neues: Jetzt muss der Spieler einen bestimmten Ausgang
erhalten. Friher durfte er etwas nicht erhalten.” Mit den Vorschldgen von Pascal liegen jetzt
insgesamt drei neue Spielvorschldge bereit. Diese gegeneinander abzuwéagen finde ich un-
notig. (Der Vorteil im préasentierten Spiel ist so gering, dass de Méré damit seine Finanzen
kaum in Ordnung bringen wird.) Fir de Méré sollte dies geniigen, falls er sich wieder in die
Salons wagen will.

Finale mit Rickblick und Ausblick

Damit kommen wir zum Abschluss des Lehrstlcks: ,,Wir haben mit den Knochelchen und
den antiken Wirfeln begonnen. Aber nicht nur beim Spiel, sondern auch im Alltag haben wir
ein Geflhl, eine Vorstellung, was zu erwarten ist oder nicht. Und so kennen wir in unserer
Sprache die verschiedensten Worter, um auszudriicken, wie sicher, wie gewiss etwas ist.” Wir
sammeln entsprechende Worter und versuchen sie auf einer Skala einzutragen:

Christian S: ,,Etwas ist wahrscheinlich — unwahrscheinlich.”

Graziella: ,,Die Chance ist vorhanden — nicht vorhanden.*

Lisa: ,,Etwas ist moglich, unmdéglich*

Stefan: ,,Etwas ist sicher, ja sogar todsicher.” ...

Mass fir Sicherheit, Gewissheit

v

A

0 0.5 1
unwahrscheinlich wahrscheinlich
unsicher sicher
kaum eher nicht vielleicht
unmaoglich maoglicherweise
vermutlich
sicher nicht ganz sicher
todsicher

»Wir kennen also eine ganze Palette von Begriffen, die ein Mass von Sicherheit, von Gewiss-
heit ausdriicken. In der Mitte besteht am meisten Unsicherheit, nach links und rechts nimmt
die Gewissheit zu. Mit diesem intuitiven Mass an Gewissheit, das vom Zufall geprégt ist,
haben wir uns anhand der Spiele intensiver auseinandergesetzt. Und so entstand eine neue
mathematische Disziplin Uber die Ungewissheit, Uber das Zuféllige: Die Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Wir haben dabei erlebt, dass der intuitive Umgang mit diesen Wahrschein-
lichkeiten nicht der richtige ist, dass wir bei dreimaligem Werfen eines Wirfels nicht dreimal
so grosse Chance haben, eine 6 zu werfen wie mit einem Waurfel. Unser proportionaler Ansatz
versagt in diesem Zusammenhang!

Die Briefe von Pascal, die er an seinen Freund Fermat in Toulouse geschrieben hat, sind

leider nicht erhalten, aber ein ungarischer Mathematiker, Alfréd Rényi, hat unter dem Titel
,Briefe Uber die Wahrscheinlichkeit” fiktive Briefe mit eingeflochtenen Zitaten aus den
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,,Pensées* verfasst, wie sie Pascal an Fermat hétte schreiben kdnnen. Aus einem dieser Briefe
will ich ein paar Abschnitte vorlesen.” (A. Rényi 1969, S. 18ff)

»Ich nehme an, Sie kennen meinen Brief an die Pariser Akademie, den ich vor einigen Wo-
chen schrieb; es wiirde mich nicht wundern, wenn Sie den folgenden Satz, mit dem ich den
Inhalt einer geplanten, aber noch nicht geschriebenen Arbeit umreissen wollte, etwas hochtra-
bend gefunden hétten: ,Somit kann diese Lehre, die die Exaktheit der mathematischen
Beweisfiihrung mit der Unsicherheit des Zufalls verkniipft und diese anscheinend vollstédndig
einander widersprechenden Elemente miteinander verséhnt, mit Recht Anspruch auf die
folgende, die Namen ihrer beiden gegensétzlichen Bestandteile ausborgende, wohl verbliffen-
de Benennung erheben: die Mathematik des Zufalls.”

Der Mensch ist meiner Meinung nach zum Denken geboren. Seine Denkfahigkeit unterschei-
det ihn von den Tieren, darin besteht seine Menschenwirde. Wir sind von einer zweifachen
Unendlichkeit umgeben: einerseits von der unendlichen Weite des Weltalls, in der nicht nur
wir, sondern die Erde oder sogar das ganze Sonnensystem gleichsam nur ein kleiner Tropfen
im Meere sind, andererseits von der unendlichen Tiefe der Welt, wo jedes winzige Wasser-
tropfchen selbst ein kleines Universum in sich bildet. Wir befinden uns in der Mitte zwischen
dem unendlich Grossen und dem unendlich Kleinen, wir sind Staubkérnchen im Vergleich
mit den Sternen, aber Riesen im Vergleich mit den winzigen Lebewesen, die in jedem Was-
sertropfen wimmeln. Es ist einerlei, ob wir unseren Blick zu den Sternen erheben oder in
unsere eigene Seele werfen, ob wir die Zukunft oder die Vergangenheit zu erforschen win-
schen, wir finden nirgends einen sicheren Stitzpunkt. Wenn wir irgend etwas, das wir zu
kennen glauben, genauer betrachten — es auf die Nadel unserer Aufmerksamkeit spiessen und
unter das Mikroskop unserer Logik legen —, stellt sich sogleich heraus, dass wir in gar nichts
sicher sein koénnen. Ich halte es flr einen recht schwachen Trost, dass mein vergebliches
Ringen mit all diesen Fragen beweist, dass ich selbst ,bin’. Mich interessiert ndmlich nicht die
Frage, ob ich lberhaupt bin oder nicht, sondern die Frage, wer ich eigentlich bin. Auf diese
Frage finde ich aber keine Antwort, und ich kann die quélende Ungewissheit mitunter kaum
ertragen. Wir wissen nicht, woher wir kommen, warum wir geboren sind und wohin wir
gehen.

Die bedriickende Ungewissheit, von der ich vorhin gesprochen habe, hat ihre Wurzeln zum
Teil in dem Aberglauben der meisten Menschen, die, falls sie tber etwas nicht volle Gewiss-
heit haben (und wirklich volle Gewissheit haben wir fast niemals), dann glauben, sie wiissten
eben Uberhaupt nichts daruber. Der Ausgangspunkt meiner Gedanken ist die Behauptung,
dass dies ein Irrtum ist. Teilweises Wissen ist auch Wissen, und unvollstandige Gewissheit
hat ebenfalls einen gewissen Wert, besonders dann, wenn man sich des Grades der Gewissheit
seines Wissens bewusst ist. ,,Wieso“ — kénnte jemand hier einwenden — ,,kann man den Grad
des Wissens messen, durch eine Zahl ausdriicken?* — , Jawohl* — wirde ich antworten -, ,,man
kann es, die Leute, die ein Gliicksspiel spielen, tun doch genau das.” Wenn ein Spieler einen
Warfel wirft, kann er nicht im Voraus wissen, welche Augenzahl er werfen wird, doch etwas
weiss er, dass ndmlich alle sechs Zahlen die gleiche Aussicht haben. Wenn wir die volle
Gewissheit zur Einheit wahlen, dann kommt dem Ereignis, dass eine bestimmte der Zahlen 1,
2,3, 4,5, 6 geworfen wird, offenbar der Gewissheitsgrad 1/6 zu.“

Ubrigens hat der Mensch nicht nur eine Theorie tber den Zufall, iiber das Ungewisse entwi-
ckelt, sondern auch iber das Chaotische, Uber Gesetzmassigkeiten chaotischer Systeme.
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Nach kurzer Denkpause fahre ich fort:
,Was wir bisher diskutiert haben, be-
zieht sich auf Versuche, in denen wir
gewisse Wahrscheinlichkeiten kennen
wie beim regelmassigen Wiirfel. Wére
eine Anfrage beziglich der unregel-
massigen Astragali gekommen, so
hatten wir diese etwa hundert Jahre
spater an Jakob Bernoulli nach Basel
weiter reichen konnen, der sich mit
diesen Fragen auseinandergesetzt
hat. Ich verweise auf ein Bild,

dem diese beriihmte Mathematikerfa-
milie dargestellt ist. Die fundamenta-

len Arbeiten von Blaise Pascal und Jakob Bernoulli haben ein mathematisches Gebiet be-
grindet, das heute flr die meisten Wissenschaften unverzichtbar ist.

Das Lehrstlck wird jetzt zur Quelle fiir die Fortsetzung: Wahrscheinlichkeitsbegriff, Laplace-
Versuche aus den verschiedensten Gebieten, Binomialverteilung mit Bernoulli, Testen von

Hypothesen, ...)

5.5 Feedback der Schuler zum Lehrstick

Damit sind wir ans Ende dieses Lehrstiicks gekommen. Ich verteile ein Feedbackblatt und
bitte die Schilerinnen und Schiler dieses eigenstandig und sorgféltig auszufullen, da mir die
Rickmeldungen fiur die Optimierung dieses Lehrstiicks sehr wichtig sind. Es bleiben gerade
noch 15 Minuten Zeit, nach meiner Erfahrung ideal fur das Ausfillen des Fragebogens. Ich
beobachte allerdings, dass die Blatter eher oberflachlich und vorwiegend stichwortartig
ausgefullt werden. Die meisten Blatter werden vor Ende der Lektion abgegeben.
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,,Die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung*
Ein Lehrstick in 8 Lektionen
Bemerkungen und Anregungen der Klasse W1A vom 7. November 2003

Ouvertire:
Knéchelchen und antike
Wiirfel fur Spiel und
Vorhersage als Grundlage
flir das Wissen um die
Wahrscheinlichkeit.

(15")

I. Akt: De Mérés Frage
Einflihrung zu de Méré und
seiner Zeit. Das erste Spiel.

Die Suche nach einem
neuen Spiel. Das zweite
Spiel, und der verzweifelte
Brief von de Méré an
Pascal.

(Lektionen 1/2)

11. Akt: Pascals Antwort —
Geburtsstunde der
Wabhrscheinlichkeitsrechn
ung.
Vorstellung von Blaise Pas-
cal und Vorlesen der Briefe.
Studium der Spiele in Grup-
pen mit anschliessender
Analyse der Spiele im Ple-
num. Pascal verfasst einen

Antwortbrief an de Méré.
(Lektionen 3/4)

Die graphische Darstellung
der Spiele.

(Lektion 5)

111. Akt: De Méré und die
Antwortbriefe.

De Méré erhilt die Briefe,
verarbeitet alle
Informationen und
entwickelt neue Spiele.
Neue Begriffe und de Mérés
néchstes Spiel.

(Lektionen 6/7)

Finale mit Rickblick
und Ausblick.

(Lektion 8)

Das Lehrstick im
Uberblick:

Was an dieser gesamten
Unterrichtseinheit war fur
Sie am lehrreichsten? Was

hat Ihnen besonders
gefallen? Wie kdnnte das
Lehrstiick verbessert
werden?
Weitere Bemerkungen und

Anregungen
(Lektionen 1-8)

Gut als Einleitung. Nicht zu sehr
ausschweifen  (Herstellung  der
Knéchelchen...)

Ausformulierung von 2 Briefen ist
eher mihsam (zeitraubend). Wur-
felversuche waren eigentlich gut
zur Veranschaulichung, jedoch et-
was muhsam, wenn Resultate nicht
mit Theorie Gbereinstimmen.

Dieselben Probleme wie oben er-
wahnt.

Ausprobieren des neu Erlernten
bei neuen Spielen ist gut, um den
Inhalt besser zu verstehen.

Zusammenfassung gut, Bezug auf
Alltag eher in der Einleitung?

Ich personlich bin allgemein nicht
unbedingt ein Freund von Lehr-
stiicken. Meistens ziehen sie sich
sehr in die Lange und ich habe das
Gefuhl des ,,an Ort Tretens*. Dies
vor allem, wenn man versucht, eine
Lésung zu finden, sie nicht (auch
nach langem Uberlegen) findet und
dennoch weiter suchen muss.

BBB

Guter, interessanter, aber vor al-
lem unerwarteter Einstieg.

Schén, dass wir lange selbst wiir-
feln konnten!

Biographie von Pascal etwas zu
umfassend, nicht sehr wichtig.

Gute Darstellung mit ,,Baumen*.

Der 3. Akt; die Auswertung der
Antwortbriefe von Pascal.

CCC

Sehr gut, weil Praxis bezogen. Z.B.
die ,,Knochenwiirfel“ aus friherer
Zeit, oder Nachahmung aus Neu-
seeland.

Wieder Praxis bezogen (Geschichte
de Mérés), deshalb gut. Hier wére
es aus meiner Sicht nicht unbedingt
notig gewesen, selber den Brief zu
schreiben. (Dafur mehr Zeit fur
Antwortbrief)

Zu wenig Zeit fur Antwortbrief.
Sehr lange — zu lange wurde ge-
fragt, warum multipliziert wird.
Niemand konnte richtig logisch
antworten —» gibt eher ein Durch-
einander — Deshalb schneller zur
graphischen Darstellung (iberge-
hen.

Sehr gute Darstellung, macht das
Ganze logisch.

Neue Spiele entwickeln ist span-
nend.

Wieder Praxisbezug — gut

Lehrstiick war gut. Fir meine Ver-
haltnisse wurde zu Beginn der
Lektionen zu viel wiederholt.

DDD

Guter Einstieg — nicht unmittel-
barer Einstieg in die Mathematik,
dies aber nur kurz, sonst wird der
Einstieg langweilig.

Geschichtlicher Hintergrund nicht
zu lang. Warfeln: 1. Spiel = guter
Einstieg ins Ausprobieren. Das
Gefiihl fur die Wahrscheinlichkeit
wird angeregt. Hier wiirde ich zur
Hilfe immer die eigene Sprache be-
trachten (Berndeutsch):

D Chance isch viu chliner wenn ...

Laufend sollten Denkanstdsse gege-
ben werden, denn fir gewodhnlich
Sterbende ist das Erkennen des
Problems und die Formulierung
ohne Hilfe schwierig (Vorstellungs-
kraft).

Sehr gut fiir Vorstellung

Die Rechnung mit der bildlichen
Vorstellung und den Baumen mus-
sen nacheinander einzeln und da-
nach gut kombiniert dargestellt
werden.

Gut fiur das grundlegende Ver-
standnis der Wahrscheinlichkeit.

Die bildliche Vorstellung (Vor-
stellungsvermégen) ist sehr wichtig
— Kombination mit Rechnung gut
tberleiten.

EEE

War gut.

Es wurde etwas zu viel Zeit fir das
Schreiben und Besprechen der
Briefe aufgewendet!

Bemerkung siehe 3. Akt.

Gut und Ubersichtlich. Es ist
wichtig, dass wir die Darstellung
selber erarbeiten mussten.

Antwortbriefe zu schreiben hilft
einem, das Ganze noch mal zu
Uberblicken, man kann erkennen,
wie weit man das Thema schon
begriffen hat.

Etwas zu beilaufig wurden die
neuen Begriffe eingefiihrt. Neue
Beispiele lassen einem noch einmal
eine Ubersicht gewinnen und all-
fallige Fragen klaren sich so von
selbst.

Die zusatzlichen Beispiele ganz am
Schluss waren am hilfreichsten. (—
3. Akt). Zum Teil war der Unter-
richt etwas langfadig.

FFF

Interessant, einmal etwas mehr zu
erfahren.

Schlecht fand ich, dass man nie
wusste, Uber welches Spiel man
gerade sprach — verwirrend.

Das Vorlesen der Briefe fand ich
nicht sehr sinnvoll, da man sie
nachher nicht besprach ...

Man wusste wiederum nicht, Gber
welches Spiel man gerade sprach.

Gut — besser vorstellbar.

— Dies hatte man auch schon et-
was friher einbringen kénnen, fur
das bessere Verstandnis.

Montag: Etwas schwierig, dies alles
in einer Gruppe zu machen.
Freitag: Repetition war hilfreich.

1. Lektion gut, verstandlich.

Gut

4 Lektionen nacheinander waren
etwas lang.




GGG

Netter Einstieg.
Gute Informationen.

Einfihrung gut. Brief schreiben
sehr gut, da man Gedanken formu-
lieren muss.

Sehr gut fur Verstandnis. Pfad-
regel hatte man vielleicht schon
vorher erwéhnen sollen (2. Spiel
von de Méré)

Zu viel Wiederholung, Aufmerk-
samkeit liess nach.

Entwicklung neues Spiel: Idee sehr
gut, leider nur ein neues Spiel
entwickelt.

Bezug zu Alltag gut. Man hatte
einige praktische Beispiele geben
koénnen.

+ Man musste Uberlegen und nicht
nur rechnen. Es wurden Sprache
(Briefe) und Denken gefordert.
Historische Exkurse.

- Manchmal ein bisschen langatmig
(zu viel Wiederholungen).
Vorschlag: Man koénnte ein Skript
verteilen mit Beispielen,
Erklarungen, Theorie, historischen
Aspekten und Aufgaben.

HHH

Guter Einstieg! Kann Interesse
wecken!

Das Spiel war eine gute Abwechs-
lung und bereitete grossen Spass.
Ausserdem liess sich dabei das
Problemfeld erkennen an einem er-
fassbaren Beispiel.

Die Lésung des Problems wird
gemeinsam erarbeitet und dabei
musste sich jeder Schiler einen
eigenen Gedankengang entwickeln
(= Anregung zum Mitdenken)

Half mir am besten, den gesamten
Stoff zu verarbeiten, da es wie eine
Art Zusammenfassung der zusam-
men erarbeiteten Theorie war.

Gut — Anwendung des Gelernten.

Man erhielt einen Gesamtiiberblick
tiber das Thema.

+ Das aufgeforderte Mitdenken.

+ Das Arbeiten an erfassbaren
Beispielen.

+ Die graphische Darstellung
(Baum!)

Als Einleitung gut!

Zu viele Anekdoten fiihren zu
Langeweile. Im Grossen und Gan-
zen gut. Das Ganze lauft in locke-
rer Atmosphére ab — gut

Gut. Jeder musste sich selber etwas
Uberlegen. In der 4. Lektion wurde
es ein wenig ,langfadig®, wahr-
scheinlich, weil wir schon mehr als
3 Lektionen Uber das Gleiche spra-
chen — Vielleicht besser mehrere,
dafiir kurze Pausen!

Gut, fordert das Verstandnis der
Spiele.

Gut. Neues Spiel entwickeln zu
kurz. Schwierigeres Spiel entwik-
keln ware besser gewesen!

Half mit, den Uberblick zu bekom-
men — gut.

Es war gut, die Spiele selber nach-
zustellen (zu spielen), dies forderte
das Verstandnis. Beispiel mit
,»Hochhaus*“ war gut zur Veran-
schaulichung.

Es ware besser, das Ganze in 4 2-
Lektionen-Blocken abzuhalten.

KKK

Guter Einstieg. Interesse geweckt.

Sehr Praxis bezogen. Eigene Uber-
legungen mussten gemacht werden.

Studium der Spiele war sehr
schwierig. Die Zeit war sehr grof3-
zlgig bemessen. Wer nicht vor-
warts kam, langweilte sich schnell.

Graphische Darstellung war sehr
aufschlussreich.

Gut. Jeder konnte anhand der Auf-
gaben sehen, wie er den Stoff be-
griffen hat.

Abschluss war o. k.

Sehr praxisbezogen, spielerisch. Z.
T. wurden die Gesprache im Ple-
num mithsam (immer wieder das
Gleiche). Denke aber, das war den-
noch lehrreich, denn die Gedan-
kengénge werden so eingeschliffen.
Verbesserungsvorschlage fallen
mir spontan keine ein.

LLL

Hat das Interesse und die Auf-
merksamkeit geweckt.

Es war gut, dass man die Spiele
selber ausprobieren konnte. Leider
wurde zu viel Zeit aufgewendet,
um mogliche Erklarungen zu fin-
den.

Das ist eine gute Idee, weil sich die
Schiiler dadurch mehr Gedanken
Uiber das Spiel machen. Jedoch sind
nicht alle gleich schnell, was fiir
einige etwas langweilig sein kénnte.

Sehr aufschlussreich. Jedoch wur-
de auch hier zu viel Zeit verwendet.

Gut, weil die Schiler gleich schau-
en konnen, ob sie das Vorgehen be-
griffen haben oder nicht.

War ganz okay.

Da ich das Ganze schon einmal
gemacht habe, war es etwas lang-
weilig. Aber im Grossen und Gan-
zen war es sehr gut aufgebaut und
auch verstandlich.

MMM

Gut als Einstieg und Einstimmung.

Brief fand ich gut, man muss das
Problem formulieren, d. h. man
versteht die Fragestellung. Das
Spielen sorgt fiir eine lockere At-
mosphére.

Zuerst selbst am Problem rum-
hirnen ist gut, nicht alles vorgelést
bekommen. Verfassen der Briefe
nach wie vor schlau, Griinde siehe
1. Akt.

Finde ich gut, dass mit verschiede-
nen ,,Aufnahme-Kanélen*, hier
,optische Erlauterung” gearbeitet
wird — etwas, das mir bleibt ...

Das Entwickeln der neuen Spiele
zeigt allfallige Probleme auf — gut.

Gibt guten Uberblick Uber Ge-
machtes.

+ Spielerisches ,,Erlernen*
+ Anschauliche Bilder, dank der
Waiirfelspiele usw.

NNN

Abwechslungsreiche  Einfihrung,
nicht nur Theorie, sondern auch
Praxis.

+ Interessant, historischer Hinter-
grund. Detaillierte Infos zu de
Méré und Pascal.

+ Gruppenarbeit

- zu lange Diskussion am Schluss
(war etwas mihsam)

- manchmal war nicht klar
definiert, ob wir vom 1. oder vom
2. Spiel sprechen.

+ fand ich wichtig fur bildliche
Vorstellung.

- etwas chaotisch, man wusste nicht
genau, um welches Beispiel es
ging.

+ Repetition: Notizen auf der Tafel
(es war Klar verstandlich)

- Etwas mehr Zeit fur die Aufga-
ben am Montag (mind. ein zusatz-
liches Beispiel zusammen I6sen)

4 Lektionen waren zu viel —» man
konnte sich nicht mehr konzen-
trieren.

000

Interessanter Einstieg mit den anti-
ken Wiirfeln.

+ Eigene Spielversuche in der
Gruppe,
Vergleich Praxis-Theorie.

- Brief zu schreiben — tiberflussig.

+ Interessant war die Vorstellung
von Blaise,
Gruppenspiele,
Vergleich Praxis-Theorie,
Analyse im Plenum — anhand der
eigenen Erarbeitung in der
Gruppe — bewusste Auffassung.
- Brief zu schreiben — tiberflussig.

Uberflissig.

Das Lehrstiick hat mir gefallen. Lehrreich
fand ich die Erarbeitung im Plenum - teils
war es vielleicht etwas zu lange in die
Lange gezogen (d. h. man kam zu lange
nicht auf den Punkt.) Ich denke, dass der
Lernstoff besser bleibt, wenn man ihn
langsam und auch gemeinsam erarbeitet.
Als Kritik sehe ich nur die Briefe, welche
von mir aus gesehen nicht nétig waren,
besser hatte ich eine Zusammenfassung im
Plenum gefunden.

PPP

Interessant, erweitert Allgemein-
wissen.

Gut gemacht. Immer alle Briefe
vorlesen aber langweilig, da ja im-
mer etwa das gleiche steht und alle
das Problem schon begriffen ha-
ben. Musik zum Spiel war gut.

Jetzt kommt der ,,anspruchsvolle-
re* Teil. Ev. verwirrlich, wenn
nicht klar gesagt wird, was die
Darstellung am Boden beweisen
soll.

Die graphische Darstellung an Ta-
fel ist zu grandlich erklart worden.
Da hatte es schneller vorangehen
koénnen.

Neue Spiele, die originell sind, zu
finden, ist schwer.

Jetzt erst bin ich soweit, mich der
Kombinatorik zu widmen. Fragen
wie in der Rudolf-Steiner-Schule.




Die Tabelle ist so aufgebaut, dass zu jedem Akt die Mdglichkeit, bzw. die Aufforderung be-
steht, Bemerkungen und Anregungen einzubringen. Diese Akteinteilung und die Veranschau-
lichung des Prozesses an der Tafel sollen der Erinnerung helfen. So ergibt sich zu jedem der
Akte ein betrachtliches, aber nicht eingeengtes Meinungsspektrum. Am Schluss besteht die
Madglichkeit fur generelles Feedback oder sonstige Meinungen, die bisher nicht untergebracht
werden konnten. Dort finden wir aber auch Wiederholungen, wohl als Verstarkungen gedacht
und Ansichten, die nicht direkt zum Lehrstiick gehdren. Da sehr viele Schiilerinnen und
Schiiler das Blatt ohne Namen abgaben, habe ich alle Beitrdge anonymisiert.

Ouvertlre: Der Einstieg wird als abwechslungsreich und interessant durchwegs geschatzt.
Evtl. kdnnte man die sprachlichen Aspekte der Wahrscheinlichkeit im Alltag bereits hier
einfliessen lassen, wie AAA anregt.

I. Akt: Als positiv bewertet wird das Spielen. DDD: ,,Das Geflhl fir die Wahrscheinlichkeit
wird angeregt.“ Das ungewohnte Briefe Schreiben wird ganz unterschiedlich beurteilt. Wer
sich auf die Briefe einldsst, erlebt das Schreiben als hilfreich wie GGG, ,,da man Gedanken
formulieren muss.” Fur das Verfassen der Briefe wurden zweimal etwa zehn Minuten einge-
setzt, die Veroffentlichung durch Vorlesen dauerte weniger lang. Einige der Briefe beinhalten
besondere Aspekte des Problems und diese sollten nach dem Lesen des entsprechenden
Briefes kurz hervorgehoben werden. Dann wird auch der Sinn des Vorlesens klarer. Der
Repetent (LLL) in der Klasse findet bereits zum I. Akt, in dem wir noch kaum um Erklarun-
gen gerungen haben: ,,Leider wurde zu viel Zeit aufgewendet, um mdgliche Erklarungen zu
finden.” Er méchte wohl fertige Losungen und Erklarungen, was ihm aber nicht helfen wird,
eigene Probleme zu lésen.

I1. Akt: Die Biographie von Pascal, gekirzt gegeniiber dem letzten Jahr, wird nur noch von
BBB kritisiert. Naturlich ist es ,,etwas miihsam, wenn Resultate nicht mit Theorie Uberein-
stimmen.”, wie AAA betont, allerdings gehdrt dies zum Wesen des Zufalls und kann bei
diesen Spielen mit dem geringen Chancenunterschied schwer ausgeschlossen werden. Am
besten kann die Simulation auf einem Computer hier Abhilfe schaffen.

Heikel und ungewohnt ist sicher die langere Plenumsrunde, in der wir um das Verstehen der
Spiele ringen. Die Unsicherheit, das Hin und Her der Gedanken und Meinungen sowie das
entstehende ,,Durcheinander” sind nicht fur alle ertréglich. Entsprechend wurde es dann als
muihsam oder ,,langfadig* empfunden. Der Ruf nach ,,Denkanstéssen” (DDD) wird laut. Das
Auslegen der roten und weissen Wiirfel, so denke ich, ist allerdings ein starker Denkanstoss.
Dass nicht immer klar war, ,,uber welches Spiel man gerade sprach* (FFF), ist verstandlich.
Zwar versuchte ich immer wieder auf das erste Spiel zu fokussieren, aber die Gedanken der
Schilerinnen und Schuler kreisten mal da, mal dort. Dazu kommt, dass unsere zentrale
Auslage der Wirfelpaare beim zweiten Spiel entstand, aber auch flir das erste Spiel sehr
hilfreich ist.

Die graphische Darstellung mit B&umen und Pfaden betrachte ich als Kernpunkt fiir das Ver-
stehen dieser Spiele und insbesondere fur die Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten. Da
diese Darstellungsart nicht bekannt war und auch der Repetent sie nicht einbrachte, wurde
eine intensive Erarbeitung notwendig. Eine grosse Mehrheit der Schilerinnen und Schuler
haben dabei sehr profitiert. Naturlich hétte ich die Baumdarstellung friiher einbringen kénnen,
aber vorerst ging es ja darum, dass die Klasse aus eigenen Mitteln analysiert, ihren eigenen
Verstandnisweg sucht.
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I1l. Akt: De Méré und die Antwortbriefe. Das Studieren und neu Entwickeln von weiteren
Spielen wird positiv bewertet. Aber warum wurden nicht mehr eigene Spiele entwickelt? War
es zu schwer? Darauf mochte ich im Feedbackgesprach eine Antwort erhalten. Am Freitag-
morgen hielten wir in der ersten Lektion die Spiele von de Méré und von Pascal samt einem
Minimum von Theorie fest: Was flir den einen eine nutzliche Repetition und Konzentration
war, empfand die andere als uberflussig.

Das Lehrstiick im Uberblick: Das Lehrstiick wird zuriickhaltend positiv beurteilt. Man wird
aufgefordert, mitzudenken, Sprache und Denken werden geférdert. Das Arbeiten an fassbaren
Beispielen erlaubt spielerisches Erlernen (MMM). Graphische Darstellung (Baum, Hochhaus)
und anschauliche Bilder werden lobend erwahnt. LLL, der das Lehrstuck schon letztes Jahr
erlebte, findet:,,im Grossen und Ganzen war es sehr gut aufgebaut und auch verstandlich.
Der lange Suchprozess war fur viele ungewohnt lang, wurde als zu lang und z. T. als mihsam
empfunden. KKK weiter: ,,Denke aber, das war dennoch lehrreich, denn die Gedankengéange
werden so eingeschliffen.*

Von FFF, 111 und NNN werden die 4 Lektionen als zu lang erlebt, insbesondere da in der vier-
ten Lektion ein konzentrierter Suchprozess angesagt war. Der konstruktive Vorschlag von
vier Doppelstunden ist ohne weiteres durchfiihrbar. GGG dussert den Wunsch nach Skript mit
Beispielen, Theorie, Erklarungen, historischen Aspekten, Aufgaben. Davon wird in der Fort-
setzung des Themas sicher noch einiges folgen.

Betrachten wir noch zwei Schilerinnen oder Schiiler

CCC findet Gefallen am auf die Praxis bezogenen Einstieg mit dem Bezug zur Geschichte.
Auch die geschichtliche Einordnung von de Méré findet er gut. Der Brief an Pascal sei
uberflussig. Besser hétte man sich langer auf den Antwortbrief konzentriert. Beim Ringen um
die Multiplikation hatte CCC in der vierten und letzten Stunde mehr Hilfe gewiinscht durch
die graphische Darstellung. Diese wird als logisch und das Ganze klarend empfunden. Neue
Spiele entwickeln sei spannend. (Hat wohl CCC ein eigenes Spiel entwickelt?) Und nochmals
wird der Praxisbezug lobend erwahnt. Insgesamt findet CCC das Lehrstiick gut. Es entsteht
der Eindruck, dass er gut mitmachte. Die Repetitionen zu Beginn der Lektionen hatten kiirzer
sein dirfen, was den Eindruck unterstitzt, dass CCC insgesamt ohne grosse Probleme folgen
konnte.

AAA ist Lehrstlicken gegentber eher kritisch eingestellt. Die Einleitung sei gut, aber zu sehr
ausschweifend bei den Kndchelchen. Dafur hétte an dieser Stelle bereits die Alltagssprache
einbezogen werden kénnen. Das Ausformulieren wird nicht als hilfreich, sondern nur als zeit-
raubend erlebt. Der praktische Teil mit dem Wirfeln wird zur Veranschaulichung (nicht
unbedingt als Erfahrung) begrisst, wenn da nicht die der Theorie widersprechenden Resultate
waren. Die Erprobung des Gelernten an neuen Spielen und die Zusammenfassung gegen den
Schluss finden Anklang. Die Hauptkritik betrifft offenbar schon friiher erlebte Iangere Phasen
des Ringens um eine Erkenntnis, in denen das Geflihl des ,,an Ort Tretens* aufkommen kann.
Diese werden offenbar als miihsam und wenig lehrreich betrachtet.

Am folgenden Montag erhalte ich von meinem Kollegen kurz Zeit, um der Klasse ein paar
Rickmeldungen aus dem Feedback zu geben. Vorerst bedanke ich mich fur die natzlichen
Mitteilungen. ,,Grundsatzlich ist es so, dass wir natiirlich nicht mit einer Unterrichtsmethode,
mit einem Vorgehen, immer alle Schulerinnen und Schuler begeistern kdnnen. Damit muss
jede Lehrkraft leben kdnnen. Wichtig flr mich ist deshalb auch, dass wir variieren, verschie-
dene Methoden zum Zuge kommen lassen, und eine davon ist die Lehrkunst.* Ich zeige vorne
meine auf Format A3 vergrosserte Feedbacktabelle. Sie ist gut erkennbar, aber auf Distanz
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nicht lesbar. Dann erldutere ich ihre Vorzige: ,,In der Vertikalen finden wir alle Meinungen
zu den einzelnen Unterrichtsabschnitten, horizontal die Ansichten einer Person durch das
ganze Lehrstick hindurch. Die Ouvertlre (ich zeige auf die erste Kolonne) hat durchwegs
Gefallen gefunden. Auf eine der Anregungen uberlege ich mir allerdings, ob ich die Begriffe
aus der Alltagssprache, die wir am Schluss zusammengestellt haben, bereits hier hervorheben
werde, obwohl uns am Anfang die Skala von 0 bis 1 fehlt. Das Spielen im ersten Akt werde
ich beibehalten. Naturlich ist es ,,miihsam, wenn Resultate nicht mit (der) Theorie berein-
stimmen®, aber vermeiden l&sst sich dies nicht. Das Briefe Schreiben wird sehr unter-
schiedlich beurteilt, von Uberflissig bis gut. Nach wie vor bin ich Uberzeugt, dass das
Formulieren hilfreich ist, um das Problem wirklich zu verstehen oder zu erklaren. Die Briefe
mussen im Prozess des Geschehens bleiben und sichtbar aufgehangt werden. Allerdings, statt
sie vorzulesen, kdnnten sie auch schriftlich an die Gruppen abgegeben werden. Der intensive
Suchprozess in der vierten Lektion mit den Verunsicherungen, ja zuweilen Ratlosigkeiten, be-
reitete einigen von euch Mihe. Es erfordert viel Konzentration, welche gegen Ende des
Morgens nicht mehr bei allen vorhanden ist. Wie vorgeschlagen wurde, werde ich das néchste
Mal ausprobieren, was sich andert, wenn wir in starker getrennten Zwei-Lektionen-Blocken
arbeiten. Im 111. Akt wurde das Entwickeln von neuen Spielen sehr positiv beurteilt. Da habe
ich mich gefragt, warum nicht mehr eigene Spiele entwickelt wurden. Fir mich ist dies ein
Widerspruch. Konnen Sie mir dies erklaren?* Ich schaue in die Runde, warte eine Weile.
Keine Antwort. ,,Was soll ich daraus fur Schlisse ziehen? War es zu schwierig, wie jemand
schreibt?* Wiederum keine Antwort. Da ich die Schiler nicht so gut kenne, lasse ich es dabei.
Meine Ausfiihrungen scheinen momentan ohnehin nicht sonderlich zu interessieren. ,,Und wie
haben Sie diesen Text von Rényi aufgenommen; war das eine gute Ergdnzung?* Manuel
meldet sich spontan und meint: ,,Dies war interessant und flihrte uns zuriick zu Pascal und an
den Anfang.” Einige pflichten ihm bei.

,,Beim Durchdenken ist mir zuhause
eine Darstellung eingefallen, die ich
in  Zukunft unbedingt einflechten
mdochte.”“ An der Tafel habe ich be-
reits das Koordinatensystem vorbe-
reitet. ,,Wir haben festgestellt, dass
beim wiederholten Werfen eines
Wirfels das proportionale Denken
versagt. Beim mehrmaligen Werfen
missen wir bereits die Fragestellung

s S
prazisieren: Wir interessieren uns fir W n WOsden o Pllenne &) =L__*ﬂ .
die Wahrscheinlichkeit, z. B. in vier P (wasndhaslens 2lne 6 = AF\) \

Wirfen mindestens eine 6 zu werfen
und die ist eben nicht 4 - 1/6.” In der -
Graphik zeichne ich griin punktiert die lineare Funktion ein, die uns sehr rasch uber die 1
hinausfuhrt. ,,Wie sieht der Graph aus fur die Wahrscheinlichkeit, in n Wirfen mindestens
eine 6 zu werfen? Christian K zeichnet den Verlauf mit der rechten Hand in die Luft. Ich
tbernehme dies in die Tafeldarstellung. Von Reto kommt nach einigem Nachdenken und
referieren mit seinen Nachbarn Manuel und Christian S die Losung: 1 — (5/6)". Anna versteht
das nicht und fragt bei Reto nach. Uber die Wahrscheinlichkeit von (5/6)", keine 6 zu werfen,
und die Tatsache, dass beide Wahrscheinlichkeiten zusammen 1 ergeben mussen, da immer
eines der beiden Ereignisse (keine 6 zu werfen oder mindestens eine 6 zu werfen) eintritt,
klart sich die Funktion. Dies ist die Exponentialfunktion (5/6)" gespiegelt an der x-Achse und
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um eins nach oben verschoben. Die Darstellung findet Zustimmung und wird notiert. Ergéan-
zende Fragen oder Bemerkungen sind auf Schilerseite keine vorhanden.

Ich hoffe sehr, dass wahrgenommen wird, wie ich einige der Rickmeldungen Uberdacht habe
und diese allenfalls in der Optimierung Eingang finden. Froh bin ich, dass wir in diesen gut
15 Minuten mit der Graphik auch inhaltlich noch etwas Wichtiges ergénzt haben. Meinem
Kollegen Uberlasse ich die Blhne fiur die Fortsetzung. Dabei wird klar, dass das wesentliche
Schulerinteresse der Klarung der Hausaufgaben und der unmittelbar bevorstehenden Mathe-
matikprobe gilt. Erfahrungsgemaéss interessieren Rickmeldungen auf derartige Feedbackbo-
gen nicht sonderlich. Ich werde mich in Zukunft noch kirzer fassen und starker auf ein paar
wenige wesentliche Punkte beschrénken.

5.6 Didaktische Interpretation: Methodentrias

Exemplarisch

Wie selten bei einer Thematik kennen wir bei der Wahrscheinlichkeitsrechnung den Moment
der Geburtsstunde. Anhand der beiden einfach fassbaren Spiele des Chevalier de Méré lassen
sich die fundamentalen Gesetze des Zufalls erschliessen. Wir tauchen ein in die Welt der Sa-
lons des 17. Jahrhunderts, in die Zeit der beginnenden rationalen Erfassung des Kosmos. Das
Uberraschende Phénomen steht mit den beiden Spielen des de Méré im Zentrum. Das
proportionale Denken versagt, wir verstehen die Welt nicht mehr. ,,Es muss eine Gesetzmés-
sigkeit geben, die wir noch nicht begriffen haben.”“ Der Wunsch treibt uns an, unser untaug-
liches intuitives Verstandnis zu Gberwinden, diese Spiele wirklich zu verstehen und womdg-
lich sogar das Schicksal bestimmen zu kdnnen. Diese beiden einfachen, ja klassischen Bei-
spiele flr mehrstufige Zufallsversuche sind nicht trivial, aber von drei Seiten her gut er-
schliessbar: Wir legen die 36 mdglichen Wiirfelpaare aus, zeichnen illustrative Baume,
welche uns die Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten begriinden, und erstellen eine
Graphik im Koordinatensystem zur Verdeutlichung des Unterschieds zwischen dem additiven
und dem multiplikativen Ansatz. So findet ein Paradigmenwechsel statt vom intuitiven
Erfassen der Situation zur rationalen Durchdringung des Problems. Mit der gewonnenen
Einsicht stehen wir auf einer neuen Hochebene. Hier kann jetzt die ,,Mathematik des Zufalls*
Fuss fassen, sich weiter entwickeln und sich in alle Richtungen ausdehnen. Die Baum-
darstellung ist dazu als starkes Instrument dienlich und hilft, die gewonnenen Erkenntnisse
auf andere Spiele und in andere Lebensbereiche zu ubertragen. Und schliesslich staunen wir,
dass Uberhaupt eine ,,Mathematik des Zufalls*, eine rationale Erfassung des Unvorhersag-
baren moglich ist. Bertrand Russel formulierte es einmal provokativ: ,,Wie kdnnen wir nur
von den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit sprechen? Ist Wahrscheinlichkeit nicht die
Antithese zu jeglichem Gesetz?*
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Die thematische Landkarte zeigt einige der Bezuge auf:

Verteilungen Technik Wissenschaften
Bernoulli Statistik
Spieltheorie

Alltagssprache

\ Die Geburtsstunde der
— Erwartungswert

Wahrscheinlichkeitsrechnung

T

Orakel Glucksspiel
Vorhersagen

Genetisch

Das Spielen mit Wurfeln und die Hoffnung, daraus etwas (ber die Zukunft ablesen zu
konnen, sind fast so alt wie die Menschheit. Aber erst im 17. Jahrhundert ist die Zeit reif,
diese Spiele zu analysieren und sie der Erkenntnis zuzufiihren. Anhand der klassischen Spiel-
probleme des Chevalier de Méré erleben wir authentisch die Problemstellung und ringen mit
Pascal um deren Lésung. Leider sind die Briefe von Pascal, in denen er um die Mathematik
des Zufalls ringt, nicht erhalten. Dafur erleben wir selbst, wie unser proportionales Denken,
dem auch de Meéré unterlag, in die Irre fihrt. Im intensiven Prozess entwickeln wir neue
Darstellungsmethoden und Denkweisen, vollziehen heute denselben Paradigmenwechsel wie
de Méré damals und erklimmen dabei den Weg auf eine neue Hochebene der Erkenntnis, die
Pascal als erster errungen hat. Selten ist es mdglich wie an diesem Beispiel, die Geburtsstunde
eines Wissenschaftszweiges so konzentriert und klar nachzuvollziehen.

Dramaturgisch

In diesem kurzen Lehrstlick von etwa 8 Lektionen geht es ausschliesslich um das Wirfelspiel.
Insbesondere die beiden Spiele des de Mére sind permanenter Bezugspunkt des Lehrstiicks.
Als Akteure lernen wir den Chevalier de Méré und Blaise Pascal kennen. Bei de Méré
entziindet sich das Problem, mit ihm erleben wir das erste Spiel und seine Variation, welche
zur Krise des Verstehens fiihrt. Im verzweifelten Brief an Pascal wird das Problem auf den
Punkt gebracht. Damit gelangen wir in die rationale Auseinandersetzung mit dem Phédnomen.
Von verschiedensten Seiten wird aus Sicht von Pascal die Situation analysiert und mehr und
mehr entsteht die Kenntnis tber den wahren Sachverhalt. Der Antwortbrief soll die Lésung in
verdichteter Form festhalten. Zuriick bei de Méré entscheidet sich, ob die neue Hochebene
wirklich erreicht ist und die entwickelten Kletterkiinste taugen, um derartige Spiele zu
verstehen und neue zu entwickeln. Im brieflich verkniipften Hin und Her von de Méré zu
Pascal und wieder zu de Méré entwickelt sich dynamisch der Fortschritt der Erkenntnis. Und
sollte es nicht genligen, ist ein weiteres Hin und Her méglich. Erst ganz am Schluss wird die
strenge Einheit aufgebrochen, werden Perspektiven gedffnet: Einerseits die Ubertragung in
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andere Lebensbereiche und andererseits weg von den regelméssigen Wirfeln zu den
unregelmassigen Astragali, Thema flr ein noch zu entwickelndes spéateres Lehrstiick.

5.7 Das Lehrstick in der Fachschaft

Dieses Lehrstlick wurde bislang in der Fachschaft nicht présentiert. Dafiir habe ich es schon
zweimal in der Klasse eines Kollegen inszeniert. Anschliessend an die in diesem Kapitel
beschriebene zweite ,,Gastinszenierung“ des Lehrstiicks in der Klasse 1A gab mir Herr
Rohner auf dem gleichen Fragebogen, den ich den Schiilerinnen und Schilern unterbreitet
hatte, die folgende ausfiihrliche Riickmeldung:

Ouvertire: Guter Einstieg ins Thema (motivierend, da alltagsbezogen; interessant, die jahrhundertealte Tradition
von Wahrscheinlichkeit und Schicksal zu sehen).

I. Akt: De Mérés Frage: Gut, dass verschiedene Kandle angesprochen werden. Etwas problematisch, was den
Stichprobenumfang betrifft — evtl. (iberlegen, ob eine anschauliche, verstandlich programmierte Computersi-
mulation beigezogen werden konnte. Briefe Schreiben ist gut, da die beobachteten Probleme sauber formuliert
werden mussen und die historische Dimension sichtbar wird.

2. Akt: Pascals Antwort — Die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Briefbesprechung gut; ev.
detailliertere Besprechung der Briefe wiinschenswert (was ist gemeinsam, welche Unterschiede gibt es?) Sehr
gute Darstellung mit den Doppelwiirfen und der Markierung der giinstigen Position mit dem Mappchen. Gute
Verallgemeinerung auf grossere Dimensionen. Evtl. hatte das Multiplikationsprinzip der Wahrscheinlichkeiten
direkter (bzw. schneller) abgeleitet werden kénnen: m. E. kann es aus der ,,Haus“-Darstellung ziemlich direkt
gesehen werden.

Die graphische Darstellung der Spiele: Sehr gut als Verstandnishilfe und ,,Erlésung“ von den Diskussionen, in
denen noch zu wenige schlagende Argumente vorhanden waren. Evtl. hétte der Tipp, die Bdume der einzelnen
Schritte untereinander (statt nebeneinander) zu zeichnen, friiher abgegeben werden kénnen.

I11. Akt: De Méré und die Antwortbriefe: Gut als Vertiefung (Kompetenz, Gelerntes [und hoffentlich Verstande-
nes] auf neue Situation zu adaptieren. Vorteil fiir die Schiler, dass sie sehen, ob sie das Prinzip der Bdume und
der giinstigen und moglichen Falle begriffen haben oder ob sie noch einmal Uber die Bucher gehen miissen.
Schade, dass nur ein Teil der Schiler aktiv die von Pascal vorgeschlagenen und selber entwickelte Spiele unter-
sucht hat. Am Freitag: gute Repetition — Das Prinzip der Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten und der
Begriff der Wahrscheinlichkeit wird klar. Schade, dass nur wenige neue Spiele von Schillerseite da waren.

Finale mit Rickblick und Ausblick: Guter Bogen zum Einstieg — eignet sich gut, eine ,,Zwischenbilanz* zu zie-
hen. Aus dem Text wird deutlich, was eine Wahrscheinlichkeit Gberhaupt ist (Grad der Gewissheit). Vermutlich
kann diese Idee von den Schiilern noch nicht ganzlich ,,verdaut” werden, aber es ist sicher gut, dies schon hier
einmal zu erwéhnen.

Das Lehrstiick im Uberblick: Insgesamt sehr gut geeigneter Einstieg ins Thema, da sehr viele Aspekte beriick-
sichtigt werden (kombinatorische, logische, argumentative, historische, philosophische). Das Lehrstiick legt eine
sehr gute Grundlage, um darauf basierend die Grundideen der Wahrscheinlichkeitsrechnung herauszukristallisie-
ren. Der Zeitaufwand ist angemessen (die ,,klassische* Einfiihrung der Konzepte und Begriffe wirde wohl etwa
gleich lange dauern). Zu iberlegen wére der Einsatz von Computerprogrammen zur Simulation von Spielen als
empirischer Zugang. Mdglicherweise kdnnten in einer ersten Phase intuitive Argumente der Schiiler (z. B. Multi-
plikation der Wahrscheinlichkeiten) zunéchst ohne grosse Begriindung akzeptiert und spéter darauf zurtickge-
kommen werden.

Kommentar: Diese ausflhrliche Rickmeldung zeigt, dass Herr Rohner vom Lehrstiick und
vom Unterrichtsexperiment begeistert ist. Bemerkenswert ist seine Ansicht, dass es nicht
mehr Zeit braucht als eine konventionelle Einfihrung in das Thema. Wie sich der Einsatz
einer, m. E. moglichst diskret zu haltenden Computersimulation auswirken wird, muss allen-
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falls in néchsten Inszenierungen herausgefunden werden. Die Briefe an Pascal lohnt es zu ver-
gleichen, wenn man die formalen sprachlichen Unterschiede genauer betrachten will. Der
mathematische Gehalt ist hier zweitrangig. Mit der Baumdarstellung werde ich néchstes Mal
zlgiger vorgehen, wenn sie nicht von Schulerseite eingebracht wird. Ich werde sie vielleicht
ohne Kommentar an die Tafel zeichnen und héren, was die Schilerinnen und Schiiler damit
anfangen konnen. Offen bleibt, wie die Jugendlichen zu mehr Variationen der Spiele moti-
viert werden kénnen. Insgesamt war es ein gelungenes Unterrichtsexperiment. Ich bin neugie-
rig, in welcher Form Herr Rohner kiinftig seinen Unterricht zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
beginnen wird.

Nachdem ich das Lehrstiick Ende November 2002 zusammen mit Herrn Stalder ahnlich wie
oben beschrieben unterrichtet hatte, fiihrte er das Lehrstiick im Dezember 2002 mit seiner
Parallelklasse selbstdndig durch. Auch diesen Dezember nahm er das Stiick wieder auf. Zu
dieser neusten Erfahrung folgt ein Bericht:

Lektionen 1/2
Das Zimmer ist mit vier Tischen und einem Stuhlkreis in der Mitte als Spielsalon eingerichtet.
Historische Illustrationen héngen zeitlich geordnet an der Wand. Die Wirfelvielfalt ist auf
dem Boden ausgebreitet. Herr Stalder gibt eine kurze Darstellung der Geschichte der Wurfel
(Astragali, Orakel, Problem von de Méré, heutige Spielwirfel). Dann erfullt Musik von Lully
den Raum. Herr Stalder, leicht verkleidet als de Méré, fuhrt ein ins 17. Jahrhundert, in die
Zeit von Louis XIV. De Méré stellt das erste Spiel vor und zeigt wie es gespielt wird, damit
allen die Regeln bekannt sind. Es werden die Rollen der de Mérés, der Protokollfiihrenden
und Spielenden verteilt und das erste Spiel kann an den verschiedenen Tischen beginnen.
Schon bald entsteht das Bedurfnis nach spannenderen Spielen und es folgen Vorschlége.
Diese werden vorerst nur gesammelt. Nach rund 20 Minuten werden die Resultate an der
Tafel in einer Tabelle zusammengestellt, die Spaltensummen gebildet und Gewinnver-
haltnisse flr die Beteiligten bestimmt. Ein Schiler stellt fest: Es gibt grosse Unterschiede
zwischen den einzelnen ,,Tischen“. Ein anderer Schiler bringt die Idee, alle Ergebnisse
zusammenzufassen. Die Resultate entsprechen den Erfahrungen von de Méré. Es zeigt sich
ein geringer Gewinnvorteil fur ihn.

Spielprotokoll fir das erste Spiel:
Gesamtzahl der Spiele Gewinn de Méré Gewinn Mitspieler
35 18 17
27 20 7
17 6 11
30 14 6
109 58 51
58/109 51/109

Dann werden Spielregeln fir Doppelwiirfe gesucht und die Uberlegungen von de Méré mit
den 24 Waurfen erldutert. Auch dieses zweite Spiel wird etwa 20 Minuten lang gespielt, die
Resultate wieder in einer Tabelle zusammengestelit.

253



Spielprotokoll fur das zweite Spiel:

Gesamtzahl der Spiele Gewinn de Méré Gewinn Mitspieler
15 7 8
39 18 21
28 14 14
19 8 11
101 47 54
47/101 54/101

Wiederum folgt eine kurze Diskussion der Daten. Im Vergleich zum ersten Spiel lassen sich
Schlussfolgerungen ziehen. Ein Schler kritisiert allerdings, dass die Stichproben nicht zuver-
lassig seien, da viel zu Kklein. Die Resultate seien daher eher zuféllig. Es zeichnet sich das
gleiche Resultat ab wie bei de Méré: Er verliert! Als Hausaufgabe werden die Bittbriefe von
de Mére an Pascal verfasst.

Lektionen 3/4
Fur die zweite Doppelstunde ist das Unterrichtszimmer wiederum als Spielsalon hergerichtet.
Die Briefe werden von ihren Verfassern vorgelesen. Da von 36 Mdglichkeiten die Rede ist,
werden die Wurfel ausgelegt. Eine Erklarung fiir die Resultate ergibt sich nicht. Herr Stalder
stellt Blaise Pascal, den Adressaten der Briefe, vor. Darauf sollen die Schiler in Gruppen dis-
kutieren, was sich wohl Pascal tberlegt hat. Die Meinungen werden spater gesammelt, ausge-
tauscht und diskutiert, ohne dass schliesslich eine klare Ldsung vorliegt. Zum Schluss der
Stunde verteilt Herr Stalder einen von Pascal kommenden Antwortbrief, der viele der geédus-
serten Meinungen beinhaltet. Er entspricht etwa dem Brief von S..., aber ohne die weiteren
Spielvorschlage. Die Hausaufgabe besteht darin, den Inhalt des Briefes zu verstehen, ihn mit
den Argumenten der Stunde zu vergleichen und eine graphische Darstellung zu finden.

Lektionen 5/6
Der ausgeteilte Brief wird diskutiert. Da keine brauchbare graphische Darstellung gebracht
wird, stellt Herr Stalder die Baumdarstellung vor. Die Interpretation des Spiels mit dem Baum
ist bald klar. De Méré schickt jetzt einen zweiten Brief an Pascal mit der Bitte um ein paar
weitere Spielvorschldge. Die Schiiler und Schilerinnen werden aufgefordert, innert zweier
Tage zuhause die Antwortbriefe von Pascal an de Méré zu verfassen und abzugeben. Herr
Stalder kopiert diese Briefe und verteilt sie wieder. Jeder Schiler erhalt drei Briefe zum
Studium auf die ndchste Doppelstunde.

Lektionen 7/8
Die verschiedenen Briefe mit den neuen Spielvorschldgen werden analysiert. Es missen dabei
exponentielle Ungleichungen und kombinatorische Fragen geklart werden. Zudem bringt Herr
Stalder die in der ersten Doppelstunde gedusserten Spielvorschlédge der Schilerinnen zur Be-
arbeitung ein. So werden alle hangigen Fragen geklart und das Ziel, eigene Glicksspiele zu
entwerfen und zu analysieren, ist schliesslich erreicht. Ein Ausblick auf Versuche mit un-
regelmassigen Wirfeln und auf das Axiomensystem von Kolmogorow rundet das Lehrstiick
ab.

Kommentar: Das Lehrstilick halt sich stark an die anderen Durchfiihrungen. Die Grundstruktur
bestatigt sich und bewahrt sich im Doppelstundentakt. Die graphische Darstellung muss
offenbar meistens von der Lehrkraft eingebracht werden, selbst wenn sie in der Kombinatorik
vor mehr als einem Jahr bereits verwendet wurde. Dadurch, dass die Antwortbriefe auf die
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Spiele von de Méré nicht geschrieben werden, weicht Herr Stalder von der starker am
historischen Hintergrund orientierten bisherigen Fassung ab. Dafr fuhrt er einen zusétzlichen
Briefwechsel ein, der neue Spielvorschldge beinhaltet. Der bisherige Verlauf geféllt mir be-
zuglich Inhalt und Dramaturgie besser, denn der zentrale Prozess ist das Verstehen der Spiele
von de Méré. Dieses Verstandnis klar und fir de Méré nachvollziehbar in einem Brief auszu-
driicken ist die grosse Herausforderung. Der Transfer eines Lehrstiicks von Kollege zu Kolle-
ge ist aber gut gelungen. In diesem Ausmass bleibt er vorlaufig ein Einzelfall.

Da Herr Stalder dieses Lehrstiick einmal mit mir zusammen und inzwischen bereits zweimal
alleine durchgefuhrt hat, fragte ich ihn kirzlich, was ihn an diesem Lehrstlick fasziniere. Es
sind die Spielsituationen, die Einbettung der Thematik in den kulturellen Horizont samt dem
breiten Bildmaterial. Dies fuhre zu einem ganzheitlicheren Erleben. Er hat erfahren, dass er
im Anschluss an das Lehrstiick immer wieder auf das Behandelte zuriickgreifen kann. Zudem
schatzt er sehr, dass das ganze Material in einem Koffer und einer Mappe bereit steht. Er
meint, ohne die erste gemeinsame Veranstaltung wirde er dieses Lehrstiick allerdings heute
nicht selbstandig unterrichten.

Rolf Schudel, Vorreiter des Lehrstiicks zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, traf ich Mitte De-
zember im Seminar Zirich-Unterstrass, wo er seit Jahren Mathematik unterrichtet. Er dusserte
grosse Sympathie fir kiirzere, bindigere Lehrstiicke. Seine Fassung der Wahrscheinlichkeit
empfindet er als zu lang fir den Schulalltag. Es sei schwierig, den Spannungsbogen vom An-
fang bis zum Schluss durchzuhalten. Fir eine Studienwoche mdge es sich durchaus eignen.
Nach meiner Ansicht hatte er, wie ich beim Entwerfen des Lehrstliicks zum Pythagoras oder
zur Stereometrie, am Anfang die ganze Unterrichtseinheit zur Wahrscheinlichkeit im Kopf
und dann versucht, alles in ein Lehrstiick zu packen. Besser ist es wohl, wenn wir uns auf das
Kernproblem konzentrieren und beschranken, wie bei der Wahrscheinlichkeit die Spiele des
de Méré. Da lohnt es sich, intensiv zu verweilen und das Zentrale herausschélen, in unserem
Beispiel die Nicht-Proportionalitat bei mehrstufigen Versuchen und ihre Begriindung durch
den Baum. Wir waren uns einig, dass ein weiteres kurzes Lehrstlick zur statistischen Wahr-
scheinlichkeit mit Jacob Bernoulli das hier vorliegende Lehrstiick ideal erganzen wiirde.

5.8 Die Ideengeschichte im Lehrsttick

Im Zentrum dieses Lehrstlicks steht die Grundidee [10]. Es geht um die Erfahrung, dass man
uber ungewisse Ausgédnge wie das Werfen von Waurfeln durchaus mathematische Aussagen
machen kann. Zwar wissen wir nicht, was uns der nachste Wurf bringt, aber wir kénnen tber
die Chancen, dass wir eine Sechs werfen oder dass morgen schones Wetter vorherrscht, eine
Aussage machen. Diese Chancen oder eben Wahrscheinlichkeiten lassen sich sogar miteinan-
der verkniipfen und damit ergibt sich fur wesentlich komplexere Ereignisse ein Mass von Ge-
wissheit. So ist es zwar nicht méglich vorauszusagen, ob ich das nachste Spiel gewinnen wer-
de, aber ich kann ein grosses Mass an Gewissheit gewinnen daruber, ob ich auf die Dauer bei
einem Spiel erfolgreich sein werde oder nicht. Immer wieder spielen bei den Uberlegungen
Annaherungen und Grenzprozesse eine Rolle [9]. Gerungen wird lange Zeit um ein zutreffen-
des Modell [3] fir das Spiel mit mehreren Wiirfeln. Dies ist der Knackpunkt. Erst nach er-
folgreicher Uberwindung dieser Klippe gilt, was Freudenthal (1973 Bd. Il, S. 528) schreibt:
.»--- man kann die Wahrscheinlichkeitsrechnung fast so direkt wie das elementare Rechnen
auf die Wirklichkeit anwenden, d. h. mittels Modellen, die jeder ohne weiteres verstehen
kann. ... Um jemandem zu erzdhlen, was Mathematik ist, und was sie vermag, wahlt man
seine Beispiele am (berzeugendsten in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.” Welches ist die
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Wahrscheinlichkeit, dass mit zwei Wirfeln eine 5 und eine 6 geworfen wird? Warum werden
Wahrscheinlichkeiten bei mehrmaligem Werfen miteinander multipliziert und nicht addiert?
Diese Multiplikation lasst sich am Baum hervorragend begriinden und fiihrt auf funktionelle
Abhéangigkeiten [7] exponentieller Art.

Intensives Mathematisieren fiihrt auf eine neue Theorie, ein neues mathematisches Denk-
gebdude [1], die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Freudenthal (1973 Bd. Il, S. 536) formuliert:
»Wahrscheinlichkeitsrechnung ist, recht verstanden, die schonste Gelegenheit, Schiler erfah-
ren zu lassen, wie man mathematisiert — sie ist nicht nur die schonste, sondern vielleicht nach
dem elementaren Rechnen, die erste und letzte Gelegenheit, nachdem schlecht begriffene De-
duktivitat andere Zweige der Mathematik tiberwuchert hat.“ Bei unseren Uberlegungen rund
um das Warfeln gehen wir immer wieder von idealen Wirfeln [2] aus, obwohl unsere Wirfel
des Alltags nur annéhernd diesem Ideal entsprechen. Auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Statistik werden viele Bereiche des Alltags von Zahlen [4] durchdrungen. Auch im
Lehrstiick werden Daten erfasst, zusammengestellt und ansatzweise interpretiert. Bei der
Wahrscheinlichkeit ist der Vorgang des Messens [5] weniger ersichtlich. Es geht darum, ein
Mass fiur die Gewissheit zu finden, wobei der absoluten Gewissheit die Zahl 1 zugeordnet
wird.

Im Uberblick fasst die Tabelle die Reprasentanz der zentralen Ideen in diesem Lehrstiick
zusammen:

Grundidee (1] | [20 | 81 | [4 | [ | [6] | [7] | [8 | [9] | [10]

Reprasentanz eeoeo o (XN o ° eeoeo o0 eeoeo
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